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çà êîèòî íå áè èìàëî âðåìå äà áúäàò ðàçãëåäàíè â ÷àñîâåòå ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç.
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ðåøàâàíå íà îòäåëíè çàäà÷è. Ðàçâèòèåòî íà Àëãåáðè÷íèòå êîìïþòúðíè ñèñòåìè ïîçâîëÿâà
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Ïðè ñúçäàâàíåòî íà Ëåêöèîííèÿ êóðñ ñìå èçïîëçâàëè îñíîâíî ÷åòèðè ó÷åáíèêà: Ì.
Ôèõòåíãîëüö ½Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â 3 òîìà�, Â. Èëèí,
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öèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå�. Ðàçðàáîòèõìå òîçè ëåêöèîíåí êóðñ, çà äà îáîãàòèì
âå÷å ñïîìåíàòèòå ó÷åáíèöè ñ èçïîëçâàíåòî íà ACS ïðè èçó÷àâàíåòî íà Ìàòåìàòè÷åñêè
àíàëèç.
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Âúâåäåíèå
Ïî êàêâî ñå ðàçëè÷àâàò àëãåáðàòà è ðåàëíèÿò àíàëèç? Ìîæå áè íàé-ëåñíèÿò íà÷èí

äà îïèøåì ðàçëè÷èåòî ïîìåæäó èì ñ åäíà äóìà å, ÷å àëãåáðàòà å ½ñòàòè÷íà�, à ðåàëíèÿò
àíàëèç å ½äèíàìè÷åí�. Â àëãåáðàòà ðåøàâàìå óðàâíåíèÿ çà îïðåäåëåíà ñòîéíîñò íà ïðîìåí-
ëèâàòà ½ñòàòè÷íî ïîíÿòèå�, à â ðåàëíèÿ àíàëèç ñå èíòåðåñóâàìå êàê èçìåíåíèåòî íà åäíà
îò ïðîìåíëèâèòå âëèÿå âúðõó èçìåíåíèåòî íà äðóãà ïðîìåíëèâà ½äèíàìè÷íî ïîíÿòèå�. Íà

Ôèãóðà 1: Îñíîâíè çàäà÷è îò Ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç

Ôèã. 1 ñà äàäåíè òðè çàäà÷è: äà ñå íàìåðè äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà â äàäåíà òî÷êà, äà
ñå íàìåðè ìîìåíòíàòà ñêîðîñò íà ïàäàùî òÿëî è äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà çàùðèõîâàíàòà
ôèãóðà. Òðèòå çàäà÷è èçãëåæäàò ðàçëè÷íè, íî òÿõíîòî ðåøàâàíå èçèñêâà åäíè è ñúùè
ìåòîäè. Òåçè íîâè ìåòîäè ñà îòêðèòè åäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî åäèí îò äðóã îò Íþòîí
(1642�1727) è Ëàéáíèö (1646�1716). Îñâåí ñïîìåíàòèòå òðè çàäà÷è, ðåàëíèÿò àíàëèç äàâà

Ôèãóðà 2: Ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà ëèöåòî íà êðúã

àïàðàò çà ðåøàâàíå íà ìíîãî äðóãè çàäà÷è îò ðàçëè÷íè ñôåðè íà íàóêàòà è æèâîòà. Äî
ñêîðî ñå å ïðèåìàëî, ÷å ðåàëíèÿò àíàëèç èìà ïðèëîæåíèå îñíîâíî âúâ ôèçèêàòà, íî ñåãà
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âå÷å ó÷åíè, ðàáîòåùè â ìíîãî äðóãè îáëàñòè íà ïîçíàíèåòî îòêðèâàò, ÷å òîé å ïîëåçåí
àïàðàò çà èçñëåäâàíå â òÿõ.

Ðåàëíèÿò àíàëèç å ñâúðçàí òÿñíî ñ ïîíÿòèåòî ãðàíèöà. Ïúðâèòå äîñòèãíàëè äî íàñ
ñâåäåíèÿ çà èçïîëçâàíå íà ãðàíèöà ñà îò àíòè÷íà Ãúðöèÿ. Çàäà÷àòà, êîÿòî å áèëà èíòåðåñíà
íà ó÷åíèòå òîãàâà å äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà êðúãà. Àðõèìåä (287�212 ïð.í.å.) å çàáåëÿçàë,
÷å àêî âïèñâàìå ïîñëåäîâàòåëíî ïðàâèëíè ìíîãîúãúëíèöè â îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ 1, òî
êîãàòî áðîÿò íà ñòðàíèòå èì ñòàâà âñå ïî-ãîëÿì, ëèöàòà èì ùå ñòàâàò âñå ïî áëèçêè äî
ëèöåòî íà êðúãà (Ôèã. 2). Ïî òîçè íà÷èí Àðõèìåä äîñòèãà äî çàáåëåæèòåëíîòî ÷èñëî π
êúì êîåòî êëîíÿò ëèöàòà íà âïèñàíèòå ïðàâèëíè n�úãúëíèöè â êðúã ñ ðàäèóñ 1.

Àíàëîãè÷íî íàáëþäåíèå å â ñèëà è êîãàòî òúðñèì îáèêîëêàòà íà êðúãà.
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1 Ðåàëíè ÷èñëà

Èíòóèòèâíàòà ïðåäñòàâà çà ðåàëíî ÷èñëî å ÷èñëî, ÷èÿòî ñòîéíîñò ìîæå äà ñå ïðåäñòà-
âè êàòî äúëæèíà íà îòñå÷êà. Ðåàëíèòå ÷èñëà âêëþ÷âàò â ñåáå ñè åñòåñòâåíèòå ÷èñëà

(1, 2, 5, 10), öåëèòå ÷èñëà (1,−1, 2,−3, 7,−8), ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà
(

1

2
,−11

2
,
7

5
,−3

4

)
, èðà-

öèîíàëíèòå ÷èñëà, êîèòî ñå äåëÿò íà àëãåáðè÷íè èðàöèîíàëíè (
√

2,
√

7, 3
√

3, 5
√

2) ÷èñëà è
òðàíñöèäåíòíè ÷èñëà (π, e, 2π, 2π).

Âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îòñå÷êà îò ïðàâà, âúðõó êîÿòî å
èçáðàíà äúëæèíàòà íà åäèíè÷íàòà îòñå÷êà. Ñ ïîìîùòà íà åäèíè÷íàòà îòñå÷êà è íà íåéíè
äåëåíèÿ âñÿêî ÷èñëî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî áåçêðàéíà äåñåòè÷íà äðîá (Ôèã. 3).

Ôèãóðà 3: Ïðåäñòàâÿíå íà
√

2 êàòî äåñåòè÷íà äðîá

Àêñèîìàòè÷íîòî èçãðàæäàíå íà òåîðèÿòà íà ðåàëíèòå ÷èñëà å åäèí îò íàé-çíà÷èìèòå
ðåçóëòàòè íà ìàòåìàòèêàòà ïðåç 19â. Ñúùåñòâóâàò ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíè äåôèíèöèè
íà ðåàëíèòå ÷èñëà. Ùå ñïîìåíåì òðè îò òÿõ - ñå÷åíèÿ íà Äåäåêèíä, êëàñîâå îò åêâèâà-
ëåíòíè ðåäèöè íà Êîøè, áåçêðàéíè äåñåòè÷íè äðîáè.

1.1 Ðàöèîíàëíè ÷èñëà

Ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ùå îçíà÷àâàìå ñ N, à ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà
ùå îçíà÷àâàìå ñ Z.

Ðàöèîíàëíî ÷èñëî a íàðè÷àìå ÷èñëî, êîåòî ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà
m

n
, êúäåòî m,n ∈

Z è n 6= 0. ×èñëàòà
p.m

p.n
è
m

n
, êúäåòî m,n, p ∈ Z ñ÷èòàìå çà ðàâíè. Ìíîæåñòâîòî íà

ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà îçíà÷àâàìå ñ Q. Ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿâà
ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
Ñâîéñòâà íà íàðåäáàòà
1) Çà âñåêè äâå ÷èñëà a, b ∈ Q å èçïúëíåíî òî÷íî åäíî îò ñúîòíîøåíèÿòà:

a = b, a > b, b > a;

2) Àêî a > b è b > c, òî ñëåäâà ÷å a > c;
3) Àêî a > b, òî ñúùåñòâóâà c ∈ Q, òàêà ÷å a > c è c > b.
Ñúîòíîøåíèåòî < ñå äåôèíèðà ÷ðåç >. Êàçâàìå, ÷å a < b, àêî b > a.

Ñúáèðàíå è èçâàæäàíå íà ðàöèîíàëíè ÷èñëà. Çà âñåêè äâå ðàöèîíàëíè ÷èñëà a è
b ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðàöèîíàëíî ÷èñëî c, êîåòî íàðè÷àìå ñóìà íà ÷èñëàòà a è b è
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îçíà÷àâàìå ñ a+ b. Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å àêî a =
m

n
è b =

p

q
, òî c =

m.q + n.p

n.q
.

Ñâîéñòâà íà îïåðàöèÿòà ñúáèðàíå íà ðàöèîíàëíè ÷èñëà:
1) a+ b = b+ a;
2) (a+ b) + c = a+ (b+ c);
3) a+ 0 = a;
4) Çà âñÿêî a ∈ Q ñúùåñòâóâà ÷èñëî −a ∈ Q, òàêà ÷å a+ (−a) = 0.
×ðåç ÷èñëîòî −a ñå äåôèíèðà ðàçëèêà íà äâå ðàöèîíàëíè ÷èñëà a− b = a+ (−b);
5) Àêî a > b, òî a+ c > b+ c.

Óìíîæåíèå è äåëåíèå íà ðàöèîíàëíè ÷èñëà. Çà âñåêè äâå ðàöèîíàëíè ÷èñëà a è b
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðàöèîíàëíî ÷èñëî c, êîåòî íàðè÷àìå ïðîèçâåäåíèå íà ÷èñëàòà a è
b è îçíà÷àâàìå ñ ab. Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å àêî a =

m

n
è b =

p

q
, òî c =

m.p

n.q
.

Ñâîéñòâà íà îïåðàöèÿòà óìíîæåíèå íà ðàöèîíàëíè ÷èñëà:
1) ab = ba;
2) (ab)c = a(bc);
3) a.1 = a;

4) Çà âñÿêî a ∈ Q, a 6= 0 ñúùåñòâóâà ÷èñëî
1

a
∈ Q, òàêà ÷å a.

1

a
= 1.

×ðåç ÷èñëîòî
1

a
ñå äåôèíèðà äåëåíèå íà äâå ðàöèîíàëíè ÷èñëà a/b = a.

1

b
;

5) Àêî (a+ b).c = a.c+ b.c;
6) Àêî a > b è c > 0, òî a.c > b.c.
Àêñèîìà íà Àðõèìåä Çà âñÿêî a > 0 ñúùåñòâóâà n ∈ N, òàêà ÷å n > a.

Àðõèìåä å èçêàçàë ãîðíàòà àêñèîìà ãåîìåòðè÷íî: Íåêà ñà äåäåíè äâå îòñå÷êè A è B.
Ìîæåì äà íàíåñåì îòñå÷êàòà A òîëêîâà ïúòè, ÷å ñóìàòà �è äà íàäìèíå B.

1.2 Äåôèíèðàíå íà èðàöèîíàëíèòå ÷èñëà

Íåêà ïúðâî äà îòáåëåæèì, ÷å ñúùåñòâóâàò ÷èñëà, êîèòî íå ñà ðàöèîíàëíè. Íàïðèìåð
÷èñëîòî

√
2. Àêî äîïóñíåì, ÷å

√
2 å ðàöèîíàëíî ÷èñëî, òî ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò p, q ∈ N,

êîèòî íÿìàò îáùè äåëèòåëè, òàêà ÷å
√

2 =
p

q
. Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå

ðàâåíñòâîòî 2.q2 = p2. Ñëåäîâàòåëíî p ñå äåëè íà 2, íî òîãàâà ñëåäâà, ÷å p2 ñå äåëè íà
4. Ñëåäîâàòåëíî q òðÿáâà äà ñå äåëè íà 2, êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ èçáîðà íà ÷èñëàòà p, q äà
íÿìàò îáùè äåëèòåëè.

Ùå ñëåäâàìå òåîðèÿòà íà Äåäèêåíä çà êîíñòðóèðàíå íà èðàöèîíàëíèòå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Íàðè÷àìå íåïðàçíèòå ìíîæåñòâà A,A′ ⊂ Q ñå÷åíèå è ãî îçíà÷àâàìå
ñ A|A′, àêî òå óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

1) âñÿêî a ∈ Q ïðèíàäëåæè íà òî÷íî åäíî îò ìíîæåñòâàòà A è A′;

2) âñÿêî ÷èñëî a ∈ A å ïî-ìàëêî îò âñÿêî ÷èñëî a′ ∈ A′.
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Ìíîæåñòâîòî A íàðè÷àìå äîëåí êëàñ çà ñå÷åíèåòî A|A′, à ìíîæåñòâîòî A′ íàðè÷àìå ãîðåí
êëàñ.

Ïðèìåð 1.1 Íåêà äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà A,A′ ⊂ Q, òàêà ÷å a ∈ A, àêî a < 1 è
a′ ∈ A′, àêî a′ ≥ 1.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å A|A′ å ñå÷åíèå è 1 ∈ A′ å ìèíèìàëåí åëåìåíò çà ìíîæåñòâîòî A′.

Ôèãóðà 4: Julius
Wilhelm Richard
Dedekind

Ðè÷àðä Äåäåêèíä (1831 � 1916) å íåìñêè ìàòåìàòèê, êîéòî èìà
ñúùåñòâåí ïðèíîñ â òåîðèÿ íà ïðúñòåíèòå, àëãåáðè÷íà òåîðèÿ íà
÷èñëàòà è äåôèíèöèÿ íà ðåàëíèòå ÷èñëà. Äåäåêèíä äàâà ïúðâîòî ïðå-
öèçíî îïðåäåëåíèå íà áåçêðàéíî ìíîæåñòâî: ìíîæåñòâî, çà êîåòî ñú-
ùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîòî è
íåãîâî ïîäìíîæåñòâî.

Äåäåêèí æèâåå è ðàáîòè îñíîâíî â ðîäíèÿ ñè ãðàä Braunschweig.
Äåäåêèíä ó÷è ïúðâî â Collegium Carolinum, ñëåä òîâà ñå ìåñòè â óíè-
âåðñèòåòà â Ãüîòèíãåí. Ïî òîâà âðåìå Ãàóñ âñå îùå ïðåïîäàâà è Äå-
äåêèíä å íåãîâèÿò ïîñëåäåí ó÷åíèê. Çàùèòàâà äîêòîðàò ïðåç 1852
âúðõó Îéëåðîâè èíòåãðàëè.

Â òîçè ïåðèîä öåíòúðúò íà ìàòåìàòèêàòà â Ãåðìàíèÿ å óíè-
âåðñèòåòúò â Áåðëèí è Äåäåêèíä îòèâà òàì çà äâå ãîäèíè. Çàåä-
íî ñ Ðèìàí ñå õàáèëèòèðàò ïðåç 1854. Äåäåêèíä ðàáîòè ñúâìåñòíî
ñ Äèðèõëå, ñ êîãîòî ñòàâàò äîáðè ïðèÿòåëè. Ïðåïîäàâà â óíèâåðñè-
òåòèòå â Ãüîòèíãåí, Ïîëèòåõíèêàòà â Öþðèõ è â ðîäíèÿ ñè ãðàä â
Collegium Carolinum, âå÷å ïðåèìåíóâàí íà Technische Hochschule. Ïðåç
1858, êîãàòî ïðåïîäàâà â Öþðèõ, òîé äîñòèãà äî èäåÿòà çà ñå÷åíèÿòà, êîèòî ñåãà íîñÿò íåãî-
âîòî èìå.

Ïðåç 1900 Äåäåêèíä ñå çàïîçíàâà ñ Êàíòîð. Äåäåêèíä å ïúðâèÿò ìàòåìàòèê, êîéòî èçðà-
çÿâà âúçõèùåíèå îò ðåçóëòàòèòå íà Êàíòîð çà áåçêðàéíèòå ìíîæåñòâà. Äåäåêèíä ïîäêðåïÿ
èçöÿëî Êàíòîð â áîðáàòà ìó ñ Êðîíåêåð, êîéòî îòêàçâà äà ïðèåìå òðàíñôèíèòíèòå ÷èñëà íà
Êàíòîð.

Ïðèìåð 1.2 Íåêà äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà A,A′ ⊂ Q, òàêà ÷å a ∈ A, àêî a ≤ 1 è
a′ ∈ A′, àêî a′ > 1.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å A|A′ å ñå÷åíèå è 1 ∈ A å ìàêñèìàëåí åëåìåíò çà ìíîæåñòâîòî A.

Ïðèìåð 1.3 Íåêà äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà A,A′ ⊂ Q, òàêà ÷å a ∈ A, àêî a2 < 2 è
a′ ∈ A′, àêî (a′)2 > 2.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å A|A′ å ñå÷åíèå è íèòî A èìà ìàêñèìàëåí åëåìåíò, íèòî A′ èìà ìèíè-
ìàëåí åëåìåíò. Ùå äîêàæåì, ÷å A íÿìà ìàêñèìàëåí åëåìåíò. Íåêà a ∈ A e ïðîèçâîëíî.
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Òîãàâà a2 < 2. Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà n ∈ N, òàêà ÷å
(
a+

1

n

)2

< 2. Çà âñÿêî a

ñúùåñòâóâà ñïîðåä Àêñèîìàòà íà Àðõèìåä n ∈ N, òàêà ÷å n >
2a+ 1

2− a2
. Ñëåäîâàòåëíî

2− a2 >
2a

n
+

1

n
>

2a

n
+

1

n2
,

êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà
(
a+

1

n

)2

< 2 è ñëåäîâàòåëíî a < a+
1

n
∈ A.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å íå ìîæå äà èìà ñå÷åíèå A|A′, òàêà ÷å åäíîâðåìåííî A äà
èìà ìàêñèìàëåí åëåìåíò a0 è A′ äà èìà ìèíèìàëåí åëåìåíò a′0. Àêî äîïóñíåì, ÷å òîâà å
âúçìîæíî, òî îò ñâîéñòâî 3) íà íàðåäáàòà íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
a0 < c < a′0. ×èñëîòî íå ìîæå äà ïðèíàäëåæè íà íèòî åäíî îò ìíîæåñòâàòà A, A′ è
ñëåäîâàòåëíî A|A′ íå ìîæå äà áúäå ñå÷åíèå.

Îò êàçàíîòî äî òóê ñëåäâà, ÷å ñà âúçìîæíè ñëåäíèòå òðè ñëó÷àÿ:
1) A íÿìà ìàêñèìàëåí åëåìåíò è A′ èìà ìèíèìàëåí åëåìåíò;
2) A èìà ìàêñèìàëåí åëåìåíò è A′ íÿìà ìèíèìàëåí åëåìåíò;
3) A íÿìà ìàêñèìàëåí åëåìåíò è A′ íÿìà ìèíèìàëåí åëåìåíò.
Â ñëó÷àèòå 1) è 2) êàçâàìå, ÷å ñå÷åíèåòî A|A′ äåôèíèðà ðàöèîíàëíîòî ÷èñëî, êîåòî å ãðà-
íè÷íî çà ñå÷åíèåòî. Â ñëó÷àé 3) êàçâàìå, ÷å ñå÷åíèåòî äåôèíèðà èðàöèîíàëíî ÷èñëî. Áåç
äà ñå íàðóøàâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà ùå ñ÷èòàìå, ÷å ñå÷åíèåòî, êîåòî îïðåäåëÿ
ðàöèîíàëíîòî ÷èñëî r å òàêîâà, ÷å r ∈ A′.

1.3 Ðåàëíè ÷èñëà

Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðàöèîíàëíè è èðàöèîíàëíè ÷èñëà íàðè÷àìå ðåàëíè ÷èñëà.
Íåêà α, β ñà èðàöèîíàëíè ÷èñëà, äåôèíèðàíè ñúñ ñå÷åíèÿòà A|A′ è B|B′. Êàçâàìå,

÷å α è β ñà ðàâíè, àêî ñå÷åíèÿòà èì ñà ðàâíè, ò.å. A = B.
Çíàåì, êîãà äâå ðàöèîíàëíè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿâàò a > b. Íåêà α å èðàöèîíàëíî ÷èñëî,

äåôèíèðàíî ñúñ ñå÷åíèåòî A|A′ è r ∈ Q. Èðàöèîíàëíîòî ÷èñëî α è ðàöèîíàëîòî ÷èñëî r
óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî a > r, êîãàòî a ∈ A′. Íåêà α, β ñà èðàöèîíàëíè ÷èñëà,
äåôèíèðàíè ñúñ ñå÷åíèÿòà A|A′ è B|B′. Êàçâàìå, ÷å α å ïî-ãîëÿìî îò β, àêî ìíîæåñòâîòî
A å ïî-ãîëÿìî (ñúäúðæà) ìíîæåñòâîòî B.

Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å äåôèíèðàíè ïî òîçè íà÷èí ðåàëíèòå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿâàò
âñè÷êè ñâîéñòâà íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà.

Ñâîéñòâà íà íàðåäáàòà
1) Çà âñåêè äâå ÷èñëà α, β ∈ R å èçïúëíåíî òî÷íî åäíî îò ñúîòíîøåíèÿòà:

α = β, α > β, β > α

Íàèñòèíà ìíîæåñòâàòà A è B èëè ñúâïàäàò èëè åäíîòî îò ìíîæåñòâàòà ñúäúðæà èçöÿëî
äðóãîòî ìíîæåñòâî è ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî åäíî îò α = β, α > β, β > α.
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2) Àêî α > β è β > γ, òî α > γ
Íåêà ÷èñëàòà α, β è γ ñå îïðåäåëÿò îò ñå÷åíèÿòà A|A′, B|B′ è C|C ′. Ñëåäîâàòåëíî

A ⊃ B ⊃ C è òîãàâà α > γ.

Ëåìà 1.1 Çà âñåêè äâå ðåàëíè ÷èñëà α > β ñúùåñòâóâà ðàöèîíàëíî ÷èñëî r, òàêà ÷å
α > r > β.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò α > β ñëåäâà, ÷å A ⊃ B. Ñúùåñòâóâà r ∈ Q ∩ A, òàêîâà ÷å r 6∈ B.
Ñëåäîâàòåëíî r ∈ B′, ò.å. α > r ≥ β. Ïîíåæå ìíîæåñòâîòî A íÿìà íàé-ãîëÿì åëåìåíò, òî
àêî å íåîáõîäèìî, ìîæåì äà óâåëè÷èì ìàëêî r, òàêà ÷å α > r > β. �

Ëåìà 1.2 Íåêà α, β ñà äâå ðåàëíè ÷èñëà. Àêî çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî ε > 0 ñúùåñòâóâàò
ðàöèîíàëíè ÷èñëà r è r′, òàêà ÷å äà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

r′ ≥ α ≥ r, r′ ≥ β ≥ r, r′ − r < ε,(1)

òî α = β.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî. Áåç çàãóáà íà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäà-
íèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å α > β. Ñïîðåä Ëåìà 1.1 ñúùåñòâóâàò p, p′ ∈ Q, òàêèâà ÷å
α > p′ > p > β. Òîãàâà çà âñåêè äâå ðàöèîíàëíè ÷èñëà r > r′, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò
(1) (ò.å. ÷èñëàòà α è β ñå ñúäúðæàò ìåæäó r è r′) ùå áúäàò èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà
r′ > p′ > p > r, ò.å. r′− r > p′− p > 0. Ñëåäîâàòåëíî ðàçëèêàòà r′− r íå ìîæå äà áúäå íàï-
ðàâåíà ïî-ìàëêà îò ε = r′− r. Òîâà å ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî íà Ëåìàòà è ñëåäîâàòåëíî
äîïóñêàíåòî, ÷å α 6= β íå å âÿðíî. �

Ùå ïîêàæåì, ÷å àêî â ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà ðàçãëåæäàìå ñå÷åíèÿ, òî
òåçè ñå÷åíèÿ íÿìà äà ãåíåðèðàò íîâ âèä ÷èñëà, êàêòî å ïðè ñå÷åíèÿòà â ìíîæåñòâîòî íà
ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Íàðè÷àìå íåïðàçíèòå ìíîæåñòâà A,A′ ⊂ R ñå÷åíèå è ãî îçíà÷àâàìå
ñ A|A′, àêî òå óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:
1) âñÿêî α ∈ R ïðèíàäëåæè íà òî÷íî åäíî îò ìíîæåñòâàòà A è A′;
2) âñÿêî ÷èñëî α ∈ A å ïî-ìàëêî îò âñÿêî ÷èñëî α′ ∈ A′.

ÌíîæåñòâîòîA íàðè÷àìå äîëåí êëàñ çà ñå÷åíèåòîA|A′, à ìíîæåñòâîòîA′ íàðè÷àìå ãîðåí
êëàñ.

Òåîðåìà 1.1 Çà âñÿêî ñå÷åíèå A|A′ â îáëàñòòà íà ðåàëíèòå ÷èñëà ñúùåñòâóâà ðåàëíî
÷èñëî β, êîåòî ãåíåðèðà òîâà ñå÷åíèå. Òîâà ÷èñëî å èëè íàé-ãîëÿìî çà äîëíèÿ êëàñ èëè å
íàé-ìàëêî çà ãîðíèÿ êëàñ.
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Òîâà ñâîéñòâî íà ðåàëíèòå ÷èñëà ñå íàðè÷à ïúëíîòà èëè íåïðåêúñíàòîñò íà ðåàëíèòå
÷èñëà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà îçíà÷èì A = A ∩Q è A′ = A′ ∩Q. Ìíîæåñòâàòà A è A′ îáðàçóâàò
ñå÷åíèå â ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëíî ñå÷åíèåòî A|A′ ãåíåðèðà
ðåàëíî ÷èñëî β. Ñëåäîâàòåëíî β ïðèíàäëåæè íà åäíî îò ìíîæåñòâàòà A èëè A′. Áåç äà
ñå íàìàëÿâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å β ∈ A. Ùå ïîêàæåì,
÷å â òîçè ñëó÷àé β å íàé-ãîëåìèÿò åëåìåíò íà ìíîæåñòâîòî A. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî,
ò.å. ñúùåñòâóâà β0 ∈ A, òàêîâà ÷å β0 > β. Ñïîðåä Ëåìà 1.1 ñúùåñòâóâà r ∈ Q, òàêà ÷å
β0 > r > β. Ñëåäîâàòåëíî r ∈ A ⊃ A, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå, ïîíåæå β å ãåíåðèðàíî îò
ñå÷åíèåòî A|A′ è íå å âúçìîæíî äà ñúùåñòâóâà r ∈ A, òàêà ÷å r > β. Òàêà ñòèãíàõìå äî
ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóñêàíåòî, ÷å β íå å íàé-ãîëåìèÿò åëåìåíò çà ìíîæåñòâîòî A.

Àíàëîãè÷íî ñå ðàçñúæäàâà, àêî äîïóñíåì, ÷å β ∈ A′.
Àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî çà ñå÷åíèÿ â ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà ñå äî-

êàçâà, ÷å íå å âúçìîæíî åäíîâðåìåíî äà ñúùåñòâóâà íàé-ãîëÿì åëåìåíò â A è íàé-ìàëúê
åëåìåíò A′. �

Îïðåäåëåíèå 1.3 Íåêà X ⊂ R.
1) Àêî ñúùåñòâóâà M ∈ R, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ X å èçïúëíåíî x ≤ M êàçâàìå, ÷å
ìíîæåñòâîòî X å îãðàíè÷åíî îòãîðå è M íàðè÷àìå ãîðíà ãðàíèöà çà ìíîæåñòâîòî X;
2) Àêî ñúùåñòâóâà M ∈ R, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ X å èçïúëíåíî x ≥ M êàçâàìå, ÷å
ìíîæåñòâîòî X å îãðàíè÷åíî îòäîëó è M íàðè÷àìå äîëíà ãðàíèöà çà ìíîæåñòâîòî X.

Ïðèìåð 1.4 Ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà N = {1, 2, 3, . . . , n, . . .} å îãðàíè÷åíî
îòäîëó. Íàïðèìåð n ≥ 1, çà âñÿêî n ∈ N. Ñúùî òàêà n ≥ 0, çà âñÿêî n ∈ N. Ìíîæåñòâîòî
îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà íå å îãðàíè÷åíî îòãîðå.

Ïðèìåð 1.5 Ìíîæåñòâîòî X = {1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . .} å îãðàíè÷åíî îòäîëó è îòãîðå.
Íàïðèìåð x ≥ 0, çà âñÿêî x ∈ X. Ñúùî òàêà x ≤ 1, çà âñÿêî x ∈ X.

Àêî åäíî ìíîæåñòâî íå å îãðàíè÷åíî îòãîðå (îòäîëó) ïðèåìàìå, ÷å íåãîâàòà ãîðíà
(äîëíà) ãðàíèöà å +∞ (−∞).

Àêî åäíî ìíîæåñòâî X å îãðàíè÷åíî îòãîðå (îòäîëó), òîãàâà ãîðíèòå (äîëíèòå) ãðà-
íèöè íà X ñà áåçáðîé ìíîãî. Íàïðèìåð, àêî M å ãîðíà (äîëíà) ãðàíèöà, òî âñè÷êè ÷èñëà
a > M (a < M) ñà ãîðíà (äîëíà) ãðàíèöà.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Íåêà X ⊂ R.
1) Íåêà X å îãðàíè÷åíî îòãîðå ìíîæåñòâî. Òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà íà X íàðè÷àìå ÷èñëî
a, êîåòî å ãîðíà ãðàíèöà è âñÿêî b < a íå å ãîðíà ãðàíèöà çà X;
2) Íåêà X å îãðàíè÷åíî îòäîëó ìíîæåñòâî. Òî÷íà äîëíà ãðàíèöà íà X íàðè÷àìå ÷èñëî
a, êîåòî å äîëíà ãðàíèöà è âñÿêî b > a íå å äîëíà ãðàíèöà çà X.
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Ñïîðåä Îïðåäåëåíèå 1.4 òî÷íàòà ãîðíà (äîëíà) ãðàíèöà å íàé-ìàëêàòà (íàé-ãîëÿìàòà)
îò âñè÷êèòå ãîðíè (äîëíè) ãðàíèöè.

Ïðèìåð 1.6 Ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà N = {1, 2, 3, . . . , n, . . .} èìà òî÷íà
äîëíà ãðàíèöà ðàâíà íà 1.

Ïðèìåð 1.7 Ìíîæåñòâîòî X = {1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . .} èìà òî÷íà äîëíà ãðàíèöà ðàâ-
íà íà 0 è òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà ðàâíà íà 1.

Òî÷íàòà äîëíà èëè ãîðíà ãðàíèöè ìîãàò êàêòî äà ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî, òàêà
è äà íå ïðèíàäëåæàò.

Òåîðåìà 1.2 Íåêà ìíîæåñòâîòî X ⊂ R å îãðàíè÷åíî îòãîðå (îòäîëó). Òîãàâà X èìà
òî÷íà ãîðíà (äîëíà) ãðàíèöà.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà äà ñúùåñòâóâà íàé-ãîëÿìî ÷èñëî â ìíîæåñòâîòî X, ò.å. ñúùåñò-
âóâà α ∈ X, òàêà ÷å x ≤ α çà âñÿêî x ∈ X. Ñëåäîâàòåëíî α e ãîðíà ãðàíèöà çà ìíîæåñòâîòî
X. Îò äðóãà ñòðàíà α ∈ X è ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêà ãîðíà ãðàíèöà M íà ìíîæåñòâîòî X å
â ñèëà íåðàâåíñòâîòî α < M . Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å α å òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà çà ìíîæåñ-
òâîòî X.

2) Íåêà â ìíîæåñòâîòî X íå ñúùåñòâóâà ìàêñèìàëåí åëåìåíò. Ùå êîíñòðóèðàìå
ñå÷åíèå A|A′, êîåòî äà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà: A′ ñúäúðæà âñè÷êèòå ãîðíè ãðàíèöè íà
X, à ìíîæåñòâîòî A ñúäúðæà âñè÷êè îñòàíàëè ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëíî X ⊆ A. Ìíîæåñòâàòà
A èA′ íå ñà ïðàçíè è îáðàçóâàò ñå÷åíèå â ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà. Ñïîðåä Òåîðåìà
1.1 ñúùåñòâóâà α ∈ R, êîåòî ãåíåðèðà ñå÷åíèåòî A|A′. Çà âñÿêî x ∈ A å â ñèëà x ≤ α.
Ñëåäîâàòåëíî α å ãîðíà ãðàíèöà çàX è òîãàâà α ∈ A′. Ïî äåôèíèöèÿ α ãåíåðèðà ñå÷åíèåòî
A|A′ è ñëåäîâàòåëíî ïðèíàäëåæè òî÷íî íà åäíî îò ìíîæåñòâàòà A èëè A′. Ñëåäîâàòåëíî
òî ìîæå äà áúäå ñàìî íàé-ìàëêî â ìíîæåñòâîòî A′. Îò âñè÷êî òîâà ñëåäâà,÷å α å òî÷íà
ãîðíà ãðàíèöà çà ìíîæåñòâîòî X.

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å àêî ìíîæåñòâîòî X å îãðàíè÷åíî îòäîëó, òî òî èìà òî÷íà
äîëíà ãðàíèöà. �

Ñëåäñòâèå 1.1 Íåêà ìíîæåñòâîòî X èìà òî÷íà ãîðíà (äîëíà) ãðàíèöà ÷èñëîòîM (m).
Òîãàâà å èçïúëíåíî:
1) Çà âñÿêî x ∈ X å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî x ≤M (x ≥ m);
2) Çà âñÿêî α < M (α > m) ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêà ÷å α < x (α > x).

Òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî X ñå îçíà÷àâà ñM = sup{X}. Òî÷íàòà äîëíà
ãðàíèöà íà ìíîæåñòâîòî X ñå îçíà÷àâà ñ M = inf{X}.
Òâúðäåíèå 1.1 Àêî çà âñÿêî x ∈ X å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî x ≤ M (x ≥ m), òî å
èçïúëíåíî è íåðàâåíñòâîòî sup{X} ≤M (inf{X} ≥ m).

Äîêàçàòåëñòâî: Íàèñòèíà, ïî óñëîâèå M å ãîðíà ãðàíèöà çà X. Ñëåäîâàòåëíî íàé-
ìàëêàòà îò âñè÷êè ãîðíè ãðàíèöè sup{X} òðÿáâà äà íå íàäìèíàâà M . �

Ùå ïðèåìåì, ÷å àêî ìíîæåñòâîòî X íå å îãðàíè÷åíî îòãîðå (îòäîëó), òî sup{X} =
+∞ (inf{X} = −∞).
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1.4 Àðèòìåòè÷íè äåéñòâèÿ ñ ðåàëíè ÷èñëà

Íåêà α, β ∈ R. Ñóìà íà ÷èñëàòà α+β íàðè÷àìå ÷èñëîòî γ, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî:
çà âñåêè ÷åòèðè ðàöèîíàëíè ÷èñëà a, a′, b, b′, ñâúðçàíè ñ íåðàâåíñòâàòà a < α < a′, b < β <
b′ ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà a+ b < γ < a′ + b′.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å òàêà äåôèíèðàíîòî ÷èñëî γ ñúùåñòâóâà è å åäèíñòâåíî.
Ñúùåñòâóâàíå: Íåêà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî X = {a+ b : a < α, b < β}. Ìíîæåñòâî-

òî X å îãðàíè÷åíî îòãîðå (íàïðèìåð x ≤ a′ + b′). Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà sup{X}. Íåêà
äà ïîëîæèì γ = sup{X}. Ïî äåôèíèöèÿ ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà a+ b ≤ γ ≤ a′+ b′ çà
âñåêè ÷åòèðè ðàöèîíàëíè ÷èñëà a, a′, b, b′, ñâúðçàíè ñ íåðàâåíñòâàòà a < α < a′, b < β < b′.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Äà èçáåðåì a, a′, b, b′, òàêèâà ÷å a′ − a < ε/2 è b′ − b < ε/2.
Ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ÷èñëàòà a′ è b′ ñà ïî-ìàëêè îò íÿêàêâè äâå ôèêñèðàíè ÷èñëà a′0 è
b′0 ñúîòâåòíî.

Îò íåðàâåíñòâîòî a′+ b′− (a+ b) = (a′−a) + (b′− b) < ε è Ëåìà 1.2 ñëåäâà ÷å ÷èñëîòî
γ å åäèíñòâåíî.

Òàêà äåôèíèðàíàòà ñóìà íà ðåàëíè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâàòà íà îïåðàöèÿòà
ñúáèðàíå íà ðàöèîíàëíè ÷èñëà:
1) α + β = β + α;
2) (α + β) + γ = α + (β + γ);
3) α + 0 = α;
4) Çà âñÿêî α ∈ R ñúùåñòâóâà ÷èñëî −α ∈ R, òàêà ÷å α + (−α) = 0.
×ðåç ÷èñëîòî −α ñå äåôèíèðà ðàçëèêà íà äâå ðåàëíè ÷èñëà α− β = α + (−β);
5) Àêî α > β, òî α + γ > β + γ.

Íåêà α, β ∈ R. Ïðîèçâåäåíèå íà ÷èñëàòà α.β íàðè÷àìå ÷èñëîòî γ, êîåòî óäîâëåò-
âîðÿâà óñëîâèåòî: çà âñåêè ÷åòèðè ðàöèîíàëíè ÷èñëà a, a′, b, b′, ñâúðçàíè ñ íåðàâåíñòâàòà
a < α < a′, b < β < b′ ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà a.b < γ < a′.b′.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å òàêà äåôèíèðàíîòî ÷èñëî γ ñúùåñòâóâà è å åäèíñòâåíî.
Ñúùåñòâóâàíå: Íåêà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî X = {a.b : a < α, b < β}. Ìíîæåñòâîòî

X å îãðàíè÷åíî îòãîðå (íàïðèìåð x ≤ a′.b′). Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà sup{X}. Íåêà äà
ïîëîæèì γ = sup{X}. Ïî äåôèíèöèÿ ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà a.b ≤ γ ≤ a′.b′. çà âñåêè
÷åòèðè ðàöèîíàëíè ÷èñëà a, a′, b, b′, ñâúðçàíè ñ íåðàâåíñòâàòà a < α < a′, b < β < b′.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Äà èçáåðåì a, a′, b, b′, òàêèâà ÷å a′ − a < ε è b′ − b < ε.
Ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ÷èñëàòà a′ è b′ ñà ïî-ìàëêè îò íÿêàêâè äâå ôèêñèðàíè ÷èñëà a′0 è
b′0 ñúîòâåòíî. Îò íåðàâåíñòâîòî a

′.b′ − (a.b) = a′.(b′ − b) + b.(a′ − a) < (a′0 + b′0).ε è Ëåìà 1.2
ñëåäâà ÷å ÷èñëîòî γ å åäèíñòâåíî, çàùîòî (a′0 + b′0).ε ìîæåì äà ãî íàïðàâèì ïðîèçâîëíî
ìàëêî.

Òàêà äåôèíèðàíîòî óìíîæåíèå íà ðåàëíè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâàòà íà îïåðà-
öèÿòà óìíîæåíèå íà ðàöèîíàëíè ÷èñëà:
1) αβ = βα;
2) (αβ)γ = α(βγ);
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3) α.1 = α;

4) Çà âñÿêî α ∈ R, α 6= 0 ñúùåñòâóâà ÷èñëî
1

α
∈ R, òàêà ÷å α.

1

α
= 1.

×ðåç ÷èñëîòî
1

α
ñå äåôèíèðà äåëåíèå íà äâå ðàöèîíàëíè ÷èñëà α/β = α.

1

β
;

5) Àêî (α + β).γ = α.γ + β.γ;
6) Àêî α > β è γ > 0, òî α.γ > β.γ.

Çà âñÿêî α ∈ R ñúùåñòâóâà n ∈ N, òàêà ÷å n > α.
Íàèñòèíà, îò α ∈ R ñëåäâà ñúùåñòâóâàíå íà ñå÷åíèå A|A′, êîåòî îïðåäåëÿ ÷èñëîòî α.

Ñúùåñòâóâà p ∈ A′. Îò p ∈ Q è àêñèîìàòà íà Àðõèìåä ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà n ∈ N, òàêà
÷å α < p < n.

Íåðàâåíñòâîòî |α| < β å åêâèâàëåíòíî íà −β < α < β. Çà âñåêè äâå ðåàëíè ÷èñëà
α, β ∈ R ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà |α + β| ≤ |α|+ |β| è |α− β| ≥ ||α| − |β||.

Ùå äåôèíèðàìå n
√
α, êúäåòî n ∈ N è α ∈ R. Ùå ñå îãðàíè÷èì ñàìî äî ñëó÷àÿ, α > 0

è n
√
α > 0. Ïî äåôèíèöèÿ n

√
α å ðàâíî íà γ, òàêîâà ÷å γn = α.

Åäèíñòâåíîñòòà íà γ ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å àêî γ > γ0, òî γn > γn0 . Àêî ñúùåñòâóâà
ðàöèîíàëíî ÷èñëî p ∈ Q, òàêà ÷å pn = α, òî n

√
α = p. Íåêà íå ñúùåñòâóâà ðàöèîíàëíî ÷èñëî

ñ òîâà ñâîéñòâî. Ùå êîíñòðóèðàìå ñå÷åíèå A|A′ â ìíîæåñòâîòî íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà.
Íåêà A = {x ∈ Q : xn < α}, à A′ = {x ∈ Q : xn > α}. Ìíîæåñòâàòà A è A′ íå ñà ïðàçíè.

Íàïðèìåð ñúùåñòâóâà m ∈ N, òàêîâà ÷å
1

m
< α < m è ñëåäîâàòåëíî

1

mn
< α < mn. Òàêà

ïîëó÷àâàìå, ÷å
1

m
∈ A è m ∈ A′. Íåêà γ å ðåàëíîòî ÷èñëî, êîåòî ãåíåðèðà ñå÷åíèåòî A|A′.

Ùå äîêàæåì, ÷å γn = α. Ðàçãëåæäàìå γn êàòî ïðîèçâåäåíèå íà n�ïúòè γ. Òîãàâà çà âñåêè
x ∈ A è y ∈ A′ ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà xn < γn < yn. Îò x ∈ A è y ∈ A′ ñëåäâà, ÷å
xn < α < yn. Ðàçëèêàòà y−x ìîæå äà áúäå íàïðàâåíà ïî-ìàëêà îò âñÿêî îòíàïðåä èçáðàíî
÷èñëî. Ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å èçáèðàìå y äà áúäå ïî-ìàëêî îò íÿêîå ôèêñèðàíî ÷èñëî y0

è ñëåäîâàòåëíî x < y < y0. Òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî

yn − xn = (y − x)(yn−1 + x.yn−2 + · · ·+ xn−1) < ε.nyn−1
0

è Ëåìà 1.2 ñëåäâà, ÷å γn = α.

Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí ñúñ ñå÷åíèÿ ñå äîêàçâàò ðàâåíñòâàòà: αp.αq = αp+q,
αp

αq
= αp−q,

(αp)q = αp.q, (α.β)p = αp.βp,

(
α

β

)p
=
αp

βp
çà âñåêè α, β ∈ R è p, q ∈ Q.

Îñòàâà äà äåôèíèðàìå αβ çà ïðîèçâîëíè α, β ∈ R. ×èñëîòî αβ íàðè÷àìå ÷èñëîòî γ,
êîåòî óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà αb < γ < αb

′
, çà âñåêè b < β < b′.

Ìíîæåñòâîòî {αb : b < β} å îãðàíè÷åíî îòãîðå è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà sup{αb :
b < β}. Íåêà äà ïîëîæèì γ = sup{αb : b < β}. Ïî äåôèíèöèÿ αb ≤ γ ≤ αb

′
. Çíàêúò

ðàâåíñòâî ìîæå äà áúäå ïðåìàõíàò, çàùîòî àêî çà íÿêîå b èìà ðàâåíñòâî, òî ñúùåñòâóâà
b < c < β è ñëåäîâàòåëíî ùå òðÿáâà äà áúäå èçïúëíåíî γ = αb < αc, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî αb < γ < αb

′
.
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Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà åäèíñòâåíîñòòà ùå èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî íà Áåðíóëè: çà
âñÿêî γ > 1 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

γn > 1 + n(γ − 1).(2)

Íåêà äà ïîëîæèì γ = α1/n â (2). Ïîëó÷àâàìå

α1/n − 1 <
α− 1

n
.

Íåêà äà èçáåðåì b, b′, òàêà ÷å b′ − b < 1/n. Îò b < β, ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà b0 ∈ N, òàêà ÷å
b < β < b0. Òîãàâà

αb
′ − αb = αb(αb

′−b − 1) < αb(α1/n − 1) < αb
α− 1

n
.

Çà âñÿêî ε > 0 èçáèðàìå n ∈ N, òàêà ÷å n > αb0
α− 1

ε
è ñïîðåä Ëåìà 1.2 ÷èñëîòî γ å

åäèíñòâåíî.
Ñ àíàëîãè÷íè ðàçñúæäåíèÿ ñå äîêàçâàò ðàâåíñòâàòà:

αβ.αγ = αβ+γ,
αβ

αγ
= αβ−γ,

(
αβ
)γ

= αβ.γ, (α.β)γ = αγ.βγ,

(
α

β

)γ
=
αγ

βγ
çà âñåêè α, β, γ ∈ R.

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùòà íà ñå÷åíèÿ ñå äåôèíèðà logα(β).

Ôèãóðà 5: Jacob
Bernoulli

ßêîá Áåðíóëè (Jacob Bernoulli 1655 � 1705) å åäèí îò íÿêîëêîòî
èçâåñòíè ìàòåìàòèöè îò ôàìèëèÿòà Áåðíóëè. Òîé çàùèòàâà ìàòå-
ìàòè÷åñêèÿ àíàëèç íà Ëàéáíèö â ñïîðîâåòå ìåæäó Íþòîí è Ëàéá-
íèö. Äîáðå èçâåñòåí å ñ ìíîãîáðîéíèòå ñè ïðèíîñè â ìàòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç çàåäíî ñ áðàò ñè Éîõàí. Òå äâàìàòà ñå ñ÷èòàò çà îñíîâîïî-
ëîæíèöèòå íà âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå. Íàé�èçâåñòíèÿò ðåçóëòàò
íà Áåðíóëè å ñâúðçàí ñ âåðîÿòíîñòèòå - çàêîíà çà ãîëåìèòå ÷èñëà.

ßêîá Áåðíóëèè å ðîäåí â Áàçåë è ïúðâîíà÷àëíî çàïî÷âà äà ó÷è
òåîëîãèÿ, ñëåäâàéêè âîëÿòà íà áàùà ñè. Ïàðàëåëíî ñ òåîëîãèÿòà, òîé
ó÷è è ìàòåìàòèêà è àñòðîíîìèÿ. Ïúòóâà èç Åâðîïà îò 1676 äî 1682
è ñå çàïîçíàâà ñ ïîñëåäíèòå îòêðèòèÿ â îáëàñòòà íà ìàòåìàòèêà-
òà. Ïúòóâàíèÿòà èç Åâðîïà ñúçäàâàò äîáðè ïðèÿòåëñòâà íà Áåðíó-
ëèè ñ ìíîãî âîäåùè ìàòåìàòèöè. Ñúçäàâà ïîãðåøíà òåîðèÿ çà êîìå-
òèòå. Ïðåç 1683 ñå âðúùà â Áàçåë è ñòàâà ïðåïîäàâàòåë â Óíèâåðñè-
òåòà â Áàçåë.

Ñòàâà ïðîôåñîð â óíèâåðñèòåòà â Áàçåë ïðåç 1687 è îñòàâà íà òàçè ïîçèöèÿ äî êðàÿ
íà æèâîòà ñè. Çàåäíî ñ áðàò ñè çàïî÷âà äà èçó÷àâà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç, ïðåäñòàâåí îò
Ëàéáíèö. Òðÿáâà äà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ïóáëèêàöèèòå ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç íà Ëàéáíèö
ñà áèëè òðóäíî ðàçáèðàåìè çà ñúâðåìåííèöèòå ìó è áðàòÿòà Áåðíóëè ñà ïúðâèòå, êîèòî ñå
îïèòâàò äà ãè ðàçáåðàò è äà ãè ïðèëàãàò.

ßêîá Áåðíóëè ïóáëèêóâà ðåçóëòàòè â îáëàñòòà íà ÷èñëîâèòå ðåäîâå. Ðåøàâà ïðîáëåìà çà
èçîõðîíàòà, êàòî ñâåæäà çàäà÷àòà äî ðåøàâàíå íà îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå, êîåòî
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ðåøàâà ÷ðåç èçâåñòíèÿ â ìîìåíòà ìåòîä íà îòäåëÿùèòå ïðîìåíëèâè. Äðóãî äèôåðåíöèàëíî
óðàâíåíèå íîñè íåãîâîòî èìå. Òîé ñå çàíèìàâà ñúñ çàäà÷àòà çà ïîäâèæåí ìîñò. Áåðíóëèè ïðúâ
ïðåäëàãà íàèìåíîâàíèåòî èíòåãðàë ïðåç 1690, êîåòî èäâà îò integro - âúçñòàíîâÿâàì, ïðåâåæ-
äàì â ïðåäèøíî ñúñòîÿíèå. ßêîá Áåðíóëè îòêðèâà êîíñòàíòàòà e, êîãàòî ñå çàíèìàâà ñúñ
ñëîæíà ëèõâà.

1.5 Ìíîæåñòâà

Ôèãóðà 6: Îáåäèíåíèå
íà ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî å ïúðâè÷íî â ìàòåìàòèêàòà è íå ìîæå äà
ñå îïðåäåëè ïîñðåäñòâîì äðóãè ïîíÿòèÿ, áåç èçïîëçâàíå íà ñèíî-
íèìè, êàòî ½ñúâêóïíîñò� èëè ½ãðóïà åëåìåíòè�. Èçïîëçâàìå òàêà
íàðå÷åíàòà ½íàèâíà òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà�, êîÿòî ñå îñíîâàâà
íà èíòóèòèâíîòî ðàçáèðàíå íà ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî êàòî ñúâ-
êóïíîñò îò îáåêòè, êîèòî íàðè÷àìå åëåìåíòè íà ðàçãëåæäàíîòî
ìíîæåñòâî. Â êóðñà ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç ðàáîòèì ñ îáåêòè,
êîèòî ñà òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà, ðàâíèíà èëè n�ìåðíî êîîð-
äèíàòíî ïðîñòðàíñòâî è êàòî ñèíîíèì íà åëåìåíò ùå èçïîëçâàìå

òî÷êà. Îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâàòà ñ ãëàâíè áóêâè, à òåõíèòå åëåìåíòè ñ ìàëêè áóêâè. Íåêà
X å ìíîæåñòâî è x å íåãîâ åëåìåíò. Çàïèñâàìå x ∈ X è ÷åòåì ½x ïðèíàäëåæè íà X�.
Çàïèñúò x 6∈ X îçíà÷àâà, ÷å x íå ïðèíàäëåæè íà X. Íàé�ïðîñòèòå ìíîæåñòâà ñå ñúñòîÿò
îò êðàåí áðîé åëåìåíòè. Íàïðèìåð A = {a, b, c, d} îçíà÷àâà, ÷å ìíîæåñòâîòî ñå ñúñòîè îò
åëåìåíòèòå a, b, c è d.

Îïðåäåëåíèå 1.5 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî Y å ïîäìíîæåñòâî íà X è çàïèñâàìå Y ⊆
X, àêî âñåêè åëåìåíò íà Y å è åëåìåíò íà X. Íå èçêëþ÷âàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî X è Y ñå
ñúñòîÿò îò åäíè è ñúùè åëåìåíòè. Àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäèí åëåìåíò x ∈ X, òàêúâ ÷å
x 6∈ Y , òîãàâà çàïèñâàìå Y ⊂ X è êàçâàìå, ÷å Y å íåòðèâèàëíî ïîäìíîæåñòâî íà X.

Ôèãóðà 7: Ñå÷åíèå íà
ìíîæåñòâà

Îáèêíîâåíî ïîäìíîæåñòâàòà íà äàäåíî ìíîæåñòâî X ñå
îïèñâàò ñúñ çàäàâàíå íà ñâîéñòâî, êîåòî åëåìåíòèòå íà ïîäì-
íîæåñòâîòî óäîâëåòâîðÿâàò. Ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñ-
ëà {1, 2, 3, . . . , n . . .} îçíà÷àâàìå ñ N. Ìíîæåñòâîòî íà ÷åòíè-
òå ÷èñëà ìîæåì äà çàäàäåì, êàòî ïîäìíîæåñòâî íà N: N2 =
{x ∈ N : x ñå äåëè íà 2}. Ìíîæåñòâîòî îò ñòåïåíèòå íà 2 �
{2, 4, 8, 16, . . . 2n, . . .} ìîæåì äà çàäàäåì êàòî ïîäìíîæåñòâî íà N:
X = {x ∈ N : x = 2n, n ∈ N}.

Ùå èçïîëçâàìå òðè îñíîâíè îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâà:

Îïðåäåëåíèå 1.6 (Îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâà) Íåêà X è Y ñà äâå ìíîæåñòâà. Îáåäè-
íåíèå íà ìíîæåñòâàòà X è Y íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî Z, êîåòî ñå ñúñòîè îò åëåìåí-
òèòå íà X è Y (Ôèã. 6), ò.å. z ∈ Z, àêî å èçïúëíåíî ïîíå åäíî îò óñëîâèÿòà z ∈ X èëè
z ∈ Y . Îáåäèíåíèåòî îçíà÷àâàìå ñ Z = A ∪B.
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Îïðåäåëåíèå 1.7 (Ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâà) Íåêà X è Y ñà äâå ìíîæåñòâà. Ñå÷åíèå
íà ìíîæåñòâàòà X è Y íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî Z, êîåòî ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå,
êîèòî ïðèíàäëåæàò åäíîâðåìåííî è íà X è íà Y (Ôèã. 7), ò.å. z ∈ Z, àêî ñà èçïúëíåíè
åäíîâðåìåííî óñëîâèÿòà z ∈ X è z ∈ Y . Ñå÷åíèåòî îçíà÷àâàìå ñ Z = X ∩ Y .

Îïðåäåëåíèå 1.8 (Ðàçëèêà íà ìíîæåñòâà) Íåêà X è Y ñà äâå ìíîæåñòâà. Ðàçëèêà
íà ìíîæåñòâàòà X è Y íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî Z, êîåòî ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå,
êîèòî ïðèíàäëåæàò íà X è íå ïðèíàäëåæàò íà Y (Ôèã. 8), ò.å. z ∈ Z, àêî ñà èçïúëíåíè
åäíîâðåìåííî óñëîâèÿòà z ∈ X è z 6∈ Y . Ðàçëèêàòà îçíà÷àâàìå ñ Z = X\Y .

Ôèãóðà 8: Ðàçëèêà íà
ìíîæåñòâà

Îñíîâíà ðîëÿ ùå èãðàÿò ñïåöèàëíè ïîäìíîæåñòâà íà ðåàë-
íèòå ÷èñëà, êîèòî íàðè÷àìå èíòåðâàëè.
Íåêà a, b ∈ R, a < b.
Çàòâîðåí èíòåðâàë ñ êðàèùà a è b íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî [a, b] =
{x ∈ R : a ≤ x ≤ b}. Îòâîðåí èíòåðâàë ñ êðàèùà a è b íàðè-
÷àìå ìíîæåñòâîòî (a, b) = {x ∈ R : a < x < b}. Ïîëóîòâîðåí
èëè ïîëóçàòâîðåí èíòåðâàë ñ êðàèùà a è b íàðè÷àìå ìíîæåñòâàòà
[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b} è (a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}. Âúçìîæ-
íî å åäíî îò ÷èñëàòà èëè è äâåòå äà áúäàò áåçêðàéíîñò: Òîãàâà
ïîëó÷àâàìå áåçêðàéíè èíòåðâàëè. [a,+∞) = {x ∈ R : a ≤ x}; (a,+∞) = {x ∈ R : a < x};
(−∞, b) = {x ∈ R : x < b}; (−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}; R = (−∞,+∞).
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2 ×èñëîâè ðåäèöè

2.1 Îñíîâíè îçíà÷åíèÿ è äåôèíèöèè

Àêî ïî íÿêàêâî ïðàâèëî íà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî ñúïîñòàâèì ðåàëíî ÷èñëî, êàçâàìå ÷å
ñìå çàäàëè ÷èñëîâà ðåäèöà.

Ïðèìåð 2.1 Íåêà íà ÷èñëîòî 1 ñúïîñòàâèì 1, íà ÷èñëîòî 2 ñúïîñòàâèì 1/2, íà ÷èñëîòî
3 ñúïîñòàâèì 1/3 è ò.í., íà ÷èñëîòî n ∈ N ñúïîñòàâèì 1/n. Ïîëó÷àâàìå ÷èñëîâàòà
ðåäèöà

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . ,

1

n
, . . .

×èñëîòî, ñúîòâåòñòâàùî íà 1 íàðè÷àìå ïúðâè ÷ëåí íà ðåäèöàòà, ÷èñëîòî, ñúîòâåòñò-
âàùî íà 2 íàðè÷àìå âòîðè ÷ëåí íà ðåäèöàòà è ò.í. ÷èñëîòî, ñúîòâåòñòâàùî íà n íàðè÷àìå
n-òè ÷ëåí íà ðåäèöàòà.

×ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà ùå îçíà÷àâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà ñìå èçáðàëè áóêâàòà
a. Ïúðâèÿò ÷ëåí îçíà÷àâàìå ñ a1, âòîðèÿò îçíà÷àâàìå ñ a2 è ò.í. Îáùèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà
îçíà÷àâàìå ñ an. Âìåñòî a1, a2, a3, . . . , an−1, an, an+1 . . . çà êîìïàêòíîñò íà çàïèñà èçïîëçâàìå
îçíà÷åíèåòî {an}∞n=1. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å àêî an å n�òèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà, òî an+1 å
ñëåäâàùèÿò ãî, à an−1 å ïðåäõîæäàùèÿò ãî ÷ëåí.

Ñ ïîìîùòà íà êîìàíäàòà seq âMaple ìîãàò äà ñå èçïèøàò ïúðâèòå ÷ëåíîâå íà ðåäèöà,
êîÿòî å äåôèíèðàíà ÷ðåç ôîðìóëà. Êîìàíäàòà seq ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïî íÿêîëêî íà÷èíà.
seq(f, i = m..n, step) èëè seq(f, i ∈ X). Ïàðàìåòðè çà êîìàíäàòà seq ñà f � ïðîèçâîëåí
èçðàç, i � èíäåêñ, êîéòî îáõîæäà ÷èñëàòà îò m äî n, X � èçðàç èëè ìíîæåñòâî íà êîåòî
ïðèíàäëåæè i, step ÷èñëîâà ñòîéíîñò, êîÿòî çàäàâà ñòúïêàòà ñ êîÿòî ñå èçìåíÿ i.

Âñÿêà êîìàíäà â Maple òðÿáâà äà çàâúðøâà èëè ñ òî÷êà è çàïåòàÿ èëè ñ äâîåòî÷èå.
Àêî èçïîëçâàìå òî÷êà è çàïåòàÿ, òî íà åêðàíà ùå ñå èçâåäå ðåçóëòàòà îò ïðåñìÿòàíèÿòà,
àêî èçïîëçâàìå äâîåòî÷èå, òî ùå ñå èçâúðøàò ñìåòêèòå, íî íÿìà äà áúäàò âèçóàëèçèðàíè
íà åêðàíà.

Ùå èçïîëçâàìå ÷åðâåí öâÿò çà èçïèñâàíå íà êîìàíäèòå, êîèòî ñå âúâåæäàò â Maple
è ñèí öâÿò çà ðåçóëòàòà, êîéòî äàâà ñîôòóåðà.
Ñ êîìàíäàòà
seq

(
1
i
, i = 1..10

)
;

èçïèñâàìå ïúðâèòå 10 ÷ëåíà íà ðåäèöàòà îò Ïðèìåð 2.1
1, 1

2
, 1

3
, 1

4
, 1

5
, 1

6
, 1

7
, 1

8
, 1

9
, 1

10

Ñ êîìàíäàòà
seq(1

i
, i = 1..10, 2);

èçïèñâàìå åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà îò Ïðèìåð 2.1 ñúñ ñòúïêà 2

1, 1
3
, 1

5
, 1

7
, 1

9

Íåêà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà
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X := [seq(i2, i = 1..6)];Y = [1, 3, 6, 12, 13, 24]

[1, 4, 9, 16, 25, 36]

[1, 3, 6, 12, 13, 24]

Ñ êîìàíäàòà

seq(1
i
, i ∈ X); seq(1

i
, i ∈ Y );

èçïèñâàìå åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà îò Ïðèìåð 2.1 çà i ∈ X
1, 1

4
, 1

9
, 1

16
, 1

25
, 1

36

1, 1
3
, 1

6
, 1

12
, 1

13
, 1

24

Ñúñ ñëåäâàùèòå ïðèìåðè ùå ïîêàæåì ðàçëè÷íè íà÷èíè çà äåôèíèðàíå íà ÷èñëîâè
ðåäèöè.

Ïðèìåð 2.2 (Çàäàâàíå ÷ðåç ôîðìóëà) Íåêà an = 2n, n ∈ N.

Ïîëó÷àâàìå ÷èñëîâàòà ðåäèöà 2, 4, 6, 8, . . . , 2n, . . ..
seq (2 · n, n = 1..20) ;
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40

Ïðèìåð 2.3 (Ðåêóðåíòíà âðúçêà) Íåêà a1 = 0 è an = 3an−1 + 2, n ≥ 2.

Ïîëó÷àâàìå ÷èñëîâàòà ðåäèöà 0, 2, 8, 26, . . ..
Ìîæåì äà äåôèíèðàìå ïðîöåäóðà â Maple, êîÿòî äà èìà ïàðàìåòðè è äà èçâèêâàìå

òàçè ïðîöåäóðà, êîÿòî äà èçâúðøâà äåôèíèðàíèòå äåéñòâèÿ. Ïðîöåäóðèòå ìîãàò äà ñå
èçïîëçâàò è ïðè ðåêóðåíòíè äåéñòâèÿ. Äåôèíèðàìå ïðîöåäóðàòà f , êîÿòî äà ïðåñìÿòà
ðåäèöàòà îò Ïðèìåð 2.3. Ïðîöåäóðàòà f çàâèñè îò åäèí ïàðàìåòúð a. Ïðîâåðÿâàìå, àêî
a > 1, òî ïðåñìÿòàìå f(a) ïî ôîðìóëàòà f(a) = 3f(a− 1) + 2. Àêî a = 1 òî f(1) = 0:
f := proc(a)
if 1 < a then 3 · thisproc(a− 1) + 2
else 0

end if
end proc;
seq(f(i), i = 1..10); f(101);
0, 2, 8, 26, 80, 242, 728, 2186, 6560, 19682
515377520732011331036461129765621272702107522000

Ïðèìåð 2.4 (Ðåêóðåíòíà âðúçêà) Íåêà a1 = 1 è an =
n−1∑
k=1

ak, n ≥ 2.

Ïîëó÷àâàìå ÷èñëîâàòà ðåäèöà 1, 1, 2, 4, 8, 16, . . .
Ïðè äåôèíèðàíåòî íà ñëåäâàùàòà ïðîöåäóðà èçïîëçâàìå öèêúë. Ñèíòàêñèñúò ïðè

äåôèíèðàíå íà öèêúë â Maple å
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for k from a to b do
êîìàíäè

end do
k å ïðîìåíëèâàòà, a å íà÷àëíàòà ñòîéíîñò íà k, b å êðàéíàòà ñòîéíîñò íà k, ½êîìàíäè� å
ïðîèçâîëíà ïîñëåäîâàòåëíîñò îò êîìàíäè, êîèòî ñå èçïúëíÿâàò ïðè âñÿêî k ∈ [a, b].
g := proc(a)
local s, k;
s := 0;
if 2 < a then
for k from 1 to a− 1 do
s := s+ thisproc(k)

end do
elif 2 = a then 1
else 1
end if

end proc;
seq(g(i), i = 1..20); g(112);

1, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, 65536, 131072, 262144.
1298074214633706907132624082305024

Çàáåëÿçâàìå, ÷å âðåìåòî íåîáõîäèìî çà ïðåñìÿòàíå íà g(112) å ìíîãî. Òîâà ñå ñëó÷âà,
çàùîòî çà äà ïðåñìåòíå g(112), Maple âèæäà, ÷å g(112) = g(111) + g(110) + · · · + g(1).
Ñîôòóåðúò çàïî÷âà äà ïðåñìÿòà g(111), êîåòî å ðàâíî íà g(110) + g(109) + · · ·+ g(1) è ò.í.
Ïðåñìÿòàéêè âåäíúæ g(1) ñå âðúùà îáðàòíî è íàìèðà ñóìàòà g(111) = g(110)+g(109)+· · ·+
g(1). Ïðîáëåìúò å, ÷å êîãàòî çàïî÷íå äà ïðåñìÿòà g(110), öÿëàòà ïðîöåäóðà ñå ïîâòàðÿ,
ïîíåæå âñè÷êè ïðåñìÿòàíèÿ äî ìîìåíòà ñå èçòðèâàò. Àêî äîáàâèì ïàðàìåòúðà option
remember òîãàâà âñè÷êè ïðåñìåòíàòè äî ìîìåíòà ñòîéíîñòè g(k) ñå çàïàçâàò çà ïîâòîðíî
èçïîëçâàíå, àêî ñå îêàæå íåîáõîäèìî.

g := proc(a)
option remember;
local s, k;
s := 0;
if 2 < a then
for k from 1 to a− 1 do
s := s+ thisproc(k)

end do
elif 2 = a then 1
else 1
end if

end proc;
g(112);
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1298074214633706907132624082305024
Çà ïðåñìÿòàíèÿ íà ðåàëíè ÷èñëà å ïî-óäîáíî äà èçïîëçâàìå òÿõíîòî ïðåäñòàâÿíå

êàòî äåñåòè÷íà äðîá, âìåñòî êàòî ñå÷åíèå. Íåêà α å ðåàëíî ÷èñëî, êîåòî íèòî å öÿëî,
íèòî êðàéíà äåñåòè÷íà äðîá. Òî îïðåäåëÿ ñå÷åíèå A|A′. Ñúùåñòâóâàò M ∈ A è M ′ ∈ A′.
Àêî å íåîáõîäèìî, ìîæåì äà äîáàâèì äîñòàòú÷åí áðîé åäèíèöè, òàêà ÷å äà ñå ïîëó÷è
÷èñëî C0, óäîâëåòâîðÿâàùî C0 < α < C0 + 1. Ðàçäåëÿìå îòñå÷êàòà C0, C0 + 1 íà 10 ðàâíè
÷àñòè: C0, C0.1, C0.2, . . . C0.9, C0 + 1. Òîãàâà α ïðèíàäëåæè òî÷íî íà åäíà îò ïîëó÷åíèòå
îòñå÷êè ñ äúëæèíà 1/10. Íåêà òîâà å îòñå÷êàòà C0.c1, C0.c1 + 1

10
. Òàçè îòñå÷êà ÿ äåëèì äà

10 ðàâíè ÷àñòè: C0.c1, C0.c11, C0.c12, . . . C0.c19, C0.c1 + 1
10
. Òîãàâà α ïðèíàäëåæè òî÷íî íà

åäíà îò ïîëó÷åíèòå îòñå÷êè ñ äúëæèíà 1/100. Íåêà òîâà å îòñå÷êàòà C0.c1c2, C0.c1c2 + 1
100
.

Òàçè îòñå÷êà ÿ äåëèì äà 10 ðàâíè ÷àñòè: C0.c1c2, C0.c1c21, C0.c1c22, . . . C0.c1c29, C0.c1c2 + 1
100
.

Òîãàâà α ïðèíàäëåæè òî÷íî íà åäíà îò ïîëó÷åíèòå îòñå÷êè ñ äúëæèíà 1/1000. Íåêà òîâà
å îòñå÷êàòà C0.c1c2c3, C0.c1c2c3 + 1

1000
. Ïðîäúëæàâàìå ïî òîçè íà÷èí è íà n�òàòà ñòúïêà ùå

ïîëó÷èì, ÷å C0.c1c2 . . . cn < α < C0.c1c2 . . . cn + 1
10n

. Ïî òîçè íà÷èí íàìèðàìå ïðèáëèæåíèå
íà ÷èñëîòî α ñ äåñåòè÷íè äðîáè. Ìîæåì äà êàæåì, ÷å ïîëó÷åíàòà áåçêðàéíà äåñåòè÷íà
äðîá C0.c1c2 . . . cn . . . å ïðåäñòàâÿíå íà ðåàëíîòî ÷èñëî α.

Ïðèìåð 2.5 (×ðåç îïèñàíèå) Íåêà an, n ∈ N å n-òà öèôðà â äåñåòè÷íèÿ çàïèñ íà ÷èñ-
ëîòî

√
2.

Ïîëó÷àâàìå ðåäèöàòà a1 = 1, a2 = 4, a3 = 1 a4 = 4, a5 = 2, a6 = 1, a7 = 3, a8 = 5,
a9 = 6, a10 = 2,...
Ôóíêöèÿòà evalf(x, n) äàâà ïðèáëèæåíà ñòîéíîñò íà x ñ n íà áðîé öèôðè. Àêî n íå å
çàäàäåíî, evalf(x) ïðåñìÿòà ñòîéíîñòòà ñ 10 öèôðè.
evalf(2

1
2 );

evalf(
√

2, 20);

1.414213562
1.4142135623730950488.

Ñïåöèàëíèòå ñèìâîëè, êàòî
√
a, n
√
x,

n∑
k=1

ak ñå èçáèðàò îò ìåíþòàòà â ëÿâàòà ÷àñò íà ðàáîò-

íèÿ ïðîçîðåö íà Maple.
Âúçìîæíî å äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâî L è äà ðàçãëåäàìå ðåäèöà, äåôèíèðàíà ñàìî

âúðõó ìíîæåñòâîòî L.
L := [seq(i, i = 1..10, 2)];
seq(2 · i+ 1, i ∈ L);

L := [1, 3, 5, 7, 9]
3, 7, 11, 15, 19

Çàäàâàíåòî íà åäíà ðåäèöà ÷ðåç ôîðìóëà å íàé-óäîáíèÿò ìåòîä çà èçñëåäâàíå ñâîéñò-
âàòà íà ðåäèöàòà. Èìà âúçìîæíîñò äà áúäå íàìåðåíà ôîðìóëà çà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöè,
êîèòî ñà çàäàäåíè ñ ðåêóðåíòíà âðúçêà. Äîáðå èçâåñòíè ñà àðèòìåòè÷íàòà an = an−1 +
d è ãåîìåòðè÷íàòà bn = bn−1q ïðîãðåñèè. Íàèñòèíà, îñâåí ñ ðåêóðåíòíà âðúçêà èìà è
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ïðåäñòàâÿíå íà an ÷ðåç ôîðìóëòà an = a1 + (n − 1)d è çà bn ÷ðåç ôîðìóëàòà bn = b1q
n−1.

Ùå ðàçãëåäàìå åäíà ïî-ñëîæíà ðåäèöà.

Ïðèìåð 2.6 (Ðåäèöà íà Ôèáîíà÷è) Íåêà a1 = 1, a2 = 1, an = an−1 + an−2 çà âñÿêî n ∈ N,
n ≥ 3.

Ùå ïîòúðñèì ðåäèöà îò âèäà {αn}∞n=1, α 6= 0, êîÿòî äà óäîâëåòâîðÿâà ðåêóðåíòíàòà
âðúçêà. Î÷åâèäíî α 6= 0. Òîãàâà áè òðÿáâàëî an = αn. Çàìåñòâàìå â ðåêóðåíòíîòî óñëîâèå è
ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî αn = αn−1+αn−2, êîåòî ùå íàðè÷àìå õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâíåíèå.
Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå å åêâèâàëåíòíî íà α2−α−1 = 0, çàùîòî α 6= 0. Ïîñëåäíîòî

óðàâíåíèå èìà êîðåíè α1 =
1 +
√

5

2
è α2 =

1−
√

5

2
. Âñÿêà åäíà îò ðåäèöèòå {αni }∞n=1, êàêòî

è ðåäèöàòà {xαn1 +yαn2}∞n=1 óäîâëåòâîðÿâàò ðåêóðåíòíàòà âðúçêà. Êîåôèöèåíòèòå x è y ùå
îïðåäåëèì îò óñëîâèÿòà a1 = 1 è a2 = 1. Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣

x.α1 + yα2 = 1

x.α2
1 + yα2

2 = 1

è ïîëó÷àâàìå x =
1− α2

α1(α1 − α2)
=

1√
5
è y =

α1 − 1

α2(α1 − α2)
=
−1√

5
. Ñëåäîâàòåëíî ôîðìóëà çà

îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà íà Ôèáîíà÷è å

an =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n
−
(

1−
√

5

2

)n)
.

Êîìàíäàòà â Maple: solve({óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà},{ïðîìåíëèâè ñïðÿìî êîèòî ðå-
øàâàìå ñèñòåìàòà}) ðåøàâà óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî, ñèñòåìè îò óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåí-
ñòâà. Âòîðàòà ïðîìåíëèâà â êîìàíäàòà solve óêàçâà ñïðÿìî êîè ïðîìåíëèâè ñå ðåøàâàò
óðàâíåíèÿòà èëè íåðàâåíñòâàòà.

Ùå èëþñòðèðàìå èçïîëçâàíåòî íà êîìàíäàòà solve çà ïðåñìÿòàíèÿòà îò Ïðèìåð 2.6.
Ñ êîìàíäàòà unassign('f ') èç÷èñòâàìå îò ïàìåòòà ïðèñâîåíèòå ñòîéíîñòè íà f. Äåôè-

íèðàìå
unassign(′f ′);
f := (u, v)→ u+ v;
(u, v)→ u+ v
Ñ òàçè êîìàíäà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿ, êîÿòî ñúáèðà äâåòå ïðîìåíëèâè u è v. Íàèñòèíà
f(2, 3);
5
Ðåøàâàìå õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå â Maple è çàïèñâàìå êîðåíèòå ìó â ïðîìåíëèâàòà
sol
sol := solve(αn = f(αn−1, αn−2, α);
1 +
√

5

2
,

1−
√

5

2
, 0
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Êîðåíúò α = 0 íå íè å íåîáõîäèì. Äâàòà êîðåíà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèåòî α1 è
α2 ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñ êîìàíäàòà sol[1] è sol[2].
Äåôèíèðàìå ïúðâèòå äâà ÷ëåíà íà ðåäèöàòà
a1 := 1; a2 := 1;
1, 1.
Äåôèíèðàìå óðàâíåíèÿòà:
eq1 := x · sol[1] + y · sol[2] = a1;

x

(
1

2
−
√

5

2

)
+ y

(
1

2
−
√

5

2

)
= 1

è
eq1 := x · (sol[1])2 + y · (sol[2])2 = a2;

x

(
1

2
−
√

5

2

)2

+ y

(
1

2
−
√

5

2

)2

= 1

Ùå ðåøèì ñèñòåìàòà, êîÿòî îïðåäåëÿ êîåôèöèåíòèòå x è y è ðåøåíèÿòà ùå çàïèøåì â
ïðîìåíëèâàòà sol2
sol2 := solve({eq1, eq2}, {x, y});√

5

5
,
−
√

5

5
Íàìèðàìå ôîðìóëàòà çà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöàòà. Êîìàíäàòà a := n→ f , äåôèíèðà ôîð-
ìóëàòà, ïî êîÿòî ñå ïðåñìÿòàò ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà an = a(n), êúäåòî a å èìåòî íà
ðåäèöàòà, n å èíäåêñ, f å ôóíêöèÿ, êîÿòî çàâèñè îò èíäåêñà n.
a := n→ (eval(x, sol2[1])) · sol[1]n + (eval(y, sol2[1])) · sol[2]n;
seq(simplify(a(i)), i = 1..10);

an = 1√
5

((
1+
√

5
2

)n
−
(

1−
√

5
2

)n)
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765.
Ñ êîìàíäàòà simplify ñå îïðîñòÿâà èçðàçà, êîãàòî òîâà å âúçìîæíî.

Ñåãà ëåñíî ìîæåì äà ðåøèì ïðîèçâîëíà çàäà÷à, â êîÿòî èìàìå ðåêóðåíòíà âðúçêà
îò âèäà: a1 = a, a2 = b, an = can−1 + dan−2 çà âñÿêî n ∈ N, n ≥ 3. Íàïðèìåð íåêà a = 2,
b = 3, c = 4, d = −3.
unassign(′f ′);
f := (u, v)→ 4 · u− 3 · v;
(u, v)→ 4u− 3v
sol := solve(αn = f(αn−1, αn−2, α);
1, 3, 0
a1 := 2; a2 := 3;
2, 3.
eq1 := x · sol[1] + y · sol[2] = a1;
x+ 3y = 2
è
eq1 := x · (sol[1])2 + y · (sol[2])2 = a2;
x+ 9y = 3
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sol2 := solve({eq1, eq2}, {x, y});
3

2
,

1

6
a := n→ (eval(x, sol2[1])) · sol[1]n + (eval(y, sol2[1])) · sol[2]n;
seq(simplify(a(i)), i = 1..10);

an = 3
2

+ 1
6
3n

2, 3, 6, 15, 42, 123, 366, 1095, 3282, 9843, 29526, 88575, 265722, 797163, 2391486, 7174455,
21523362, 64570083, 193710246, 581130735.

Ôèãóðà 9: Leonardo
Fibonacci

Ëåîíàðäî Ôèáîíà÷è (îêîëî 1170 � îêîëî 1240) å èòàëèàíñêè ìà-
òåìàòèê, ðàáîòèë ïðåç ïúðâàòà ïîëîâèíà íà 13 âåê. Îïðåäåëÿí êàòî
½íàé-òàëàíòëèâèÿò çàïàäåí ìàòåìàòèê íà Ñðåäíîâåêîâèåòî�, íàðåä
ñ îñòàíàëèòå ìàòåìàòèöè íà ñâîåòî âðåìå, òîé äîïðèíàñÿ çà âúç-
ðàæäàíåòî íà êëàñè÷åñêèòå òî÷íè íàóêè ñëåä òåõíèÿ óïàäúê ïðåç
Ðàííîòî Ñðåäíîâåêîâèå. Äíåñ Ôèáîíà÷è å íàé-èçâåñòåí ñ ïîïóëÿðèçè-
ðàíåòî â Åâðîïà íà àðàáñêèòå öèôðè, êîèòî èçïîëçâà â ñâîÿ îñíîâåí
òðóä ½Êíèãà çà ñìÿòàíåòî� (½Liber Abaci�), êàêòî è íà ÷èñëîâàòà ðå-
äèöà, íàðå÷åíà ïî-êúñíî íà íåãîâî èìå ÷èñëà íà Ôèáîíà÷è, êîÿòî íå å
íåãîâî îòêðèòèå, íî å èçïîëçâàíà îò íåãî êàòî ïðèìåð â ½Êíèãà çà
ñìÿòàíåòî�. Áàùàòà íà Ëåîíàðäî å îôèöèàëåí ïðåäñòàâèòåë íà òúð-
ãîâöèòå îò Ïèçàíñêàòà ðåïóáëèêà â Áóäæà, ïðèñòàíèùå â äíåøåí
Àëæèð. Ïðåç òåçè ãîäèíè Áóäæà å âàæíî èíòåëåêòóàëíî ñðåäèùå è
â ãðàäà æèâåÿò âèäíè àðàáñêè ó÷åíè, êàòî Àáó Ìàäÿí è Àáä àë�Õàê
àë�Èøáèëè. Êàòî äåòå Ëåîíàðäî æèâåå òàì çàåäíî ñ áàùà ñè, è îùå
ïî òîâà âðåìå ñå çàïîçíàâà ñ àðàáñêèòå öèôðè. Ñëåä êàòî óñòàíîâÿâà,
÷å àðèòìåòè÷íèòå èç÷èñëåíèÿ ñ àðàáñêè öèôðè ñà ïî-ïðîñòè è åôåê-
òèâíè, îòêîëêîòî ñ ðèìñêè öèôðè, Ôèáîíà÷è ïðåäïðèåìà ïúòóâàíèÿ â Ñðåäèçåìíîìîðèåòî -
Åãèïåò, Ñèðèÿ, Ñèöèëèÿ, Ïðîâàíñ, Öàðèãðàä, çà äà ñå ó÷è ïðè âîäåùèòå ìàòåìàòèöè îò òîâà
âðåìå. Òîé ñå âðúùà â Èòàëèÿ îêîëî 1200 ãîäèíà, à ïðåç 1202 ãîäèíà ïóáëèêóâà íàó÷åíîòî â
ñâîÿòà ½Êíèãà çà ñìÿòàíåòî�. Ïîïóëÿðíîñòòà, êîÿòî ïðèäîáèâà ñ ½Êíèãà çà ñìÿòàíåòî� è ñ
óñïåøíîòî ðåøàâàíå íà íÿêîè ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è, çàäàäåíè îò ïðèäâîðíèòå ìàòåìàòèöè
íà èìïåðàòîð Ôðèäðèõ II, îñèãóðÿâàò íà Ôèáîíà÷è ìÿñòî â äâîðà íà âëàäåòåëÿ, êîéòî ïîêðî-
âèòåëñòâà ìàòåìàòèêàòà è ïðèðîäíèòå íàóêè. Èçäúðæàí îò íåãî, ïðåç ñëåäâàùèòå ãîäèíè
Ôèáîíà÷è ïèøå îùå íÿêîëêî ìàòåìàòè÷åñêè êíèãè. Ïúðâîòî èçäàíèå íà ½Êíèãà çà ñìÿòàíåòî�
å èçãóáåíî, íî ïðåç 1228 ãîäèíà ïî èñêàíå íà øîòëàíäñêèÿ ìàòåìàòèê Ìàéêúë Ñêîò Ôèáîíà÷è
èçãîòâÿ âòîðî ïðåðàáîòåíî èçäàíèå, êîåòî äîñòèãà äî íàøè äíè. Ïðåç 1240 ãîäèíà, ïîëó÷àâà
ïåíñèÿ.

Â ñâîÿòà ½Êíèãà çà ñìÿòàíåòî� îò 1202 ãîäèíà Ôèáîíà÷è ïðåäñòàâÿ ò.íàð. ½èíäèéñêè
ìåòîä�, èçâåñòåí äíåñ êàòî àðàáñêè öèôðè. Â êíèãàòà ñå çàñòúïâà èçïîëçâàíåòî íà äåñåòè÷íà
áðîéíà ñèñòåìà ñ ïîçèöèîííà íîìåðàöèÿ è äåìîíñòðèðà ïðàêòè÷åñêèòå ïðåèìóùåñòâà íà òîçè
ìåòîä, ïðèëàãàéêè ðåøåòú÷íî óìíîæåíèå è åãèïåòñêè äðîáè â ñ÷åòîâîäñòâîòî, ïðåîáðàçóâàíå-
òî íà åäèíèöèòå çà èçìåðâàíå, èç÷èñëÿâàíåòî íà ëèõâè è îáìåííè êóðñîâå. Îñâåí èçïîëçâàíå-
òî íà àðàáñêèòå öèôðè, êíèãàòà âêëþ÷âà è êðèòåðèè çà äåëèìîñò, ïðàâèëà çà èç÷èñëÿâàíå íà
êâàäðàòíè è êóáè÷íè êîðåíè, êàêòî è ìíîæåñòâî ïðèìåðíè çàäà÷è ñ òåõíèòå ðåøåíèÿ. ½Êíèãà
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çà ñìÿòàíåòî� ñòàâà ïîïóëÿðíà ñðåä îáðàçîâàíèòå êðúãîâå â Çàïàäíà Åâðîïà è îêàçâà ñèëíî
âëèÿíèå âúðõó ðàçâèòèåòî íà çàïàäíîåâðîïåéñêàòà ìèñúë. Ïúðâîíà÷àëíî èçïîëçâàíåòî íà àðàá-
ñêèòå öèôðè å ïðèåòî íååäíîçíà÷íî è äîðè ïðåç 1280 ãîäèíà îáùèíàòà íà Ôëîðåíöèÿ çàáðàíÿâà
òÿõíàòà óïîòðåáà â áàíêèòå. Ñìÿòà ñå, ÷å öèôðàòà 0, êîÿòî íå ñúùåñòâóâà â ñèñòåìàòà íà
ðèìñêèòå öèôðè, ïðåäèçâèêâà îáúðêâàíå, à ñïîðåä íÿêîè äîðè ñëóæè çà ïðåäàâàíå íà òàéíè ñúîá-
ùåíèÿ. ½Êíèãà çà ñìÿòàíåòî� âêëþ÷âà è ðåøåíèå íà çàäà÷à çà ðúñòà íà ïîïóëàöèÿòà íà çàéöè
ïðè èäåàëèçèðàíè óñëîâèÿ. Ðåøåíèåòî çà âñÿêî ñëåäâàùî ïîêîëåíèå îáðàçóâà ðåäèöà îò ÷èñëà,
íàðå÷åíè ïî-êúñíî ÷èñëà íà Ôèáîíà÷è. Òÿ å èçâåñòíà íà èíäèéñêèòå ìàòåìàòèöè îùå ïðåç
6 âåê, íî èìåííî Ôèáîíà÷è ïîïóëÿðèçèðà òàçè èäåÿ íà Çàïàä. Êîëêîòî ïî-äàëå÷íè åëåìåíòè
îò ðåäèöàòà ñå âçåìàò, òîëêîâà ïî-òî÷íî âñåêè äâå ñúñåäíè ÷èñëà, ðàçäåëåíè åäíî íà äðóãî, ñå
äîáëèæàâàò äî çëàòíîòî ñå÷åíèå (ïðèáëèçèòåëíî 1, 618 èëè 0, 618 â çàâèñèìîñò äàëè âçåìàìå
an/an+1 èëè an+1/an). Çíà÷åíèåòî íà ÷èñëàòà íà Ôèáîíà÷è â ìàòåìàòèêàòà å òîëêîâà ãîëÿìî,
÷å è äíåñ íà òÿõ å ïîñâåòåíî ñàìîñòîÿòåëíî ïåðèîäè÷íî èçäàíèå, Fibonacci Quarterly. Èìåòî
íà Ôèáîíà÷è ïðèñúñòâà â ñúâðåìåííàòà êóëòóðà íàé-âå÷å âúâ âðúçêà ñ ÷èñëàòà íà Ôèáîíà÷è.
Òàêà êîðåêöèÿ íà Ôèáîíà÷è å íàèìåíîâàíèå íà ìåòîä â ñúâðåìåííèòå ôèíàíñèè, ïðåäíàçíà÷åí
çà îïðåäåëÿíåòî íà áúäåùèòå öåíè íà àêöèè.

Çàäà÷è

1) Íàïèøåòå ïúðâèòå 100 ÷ëåíà íà ðåäèöèòå:

à) an =
n+ 1

n− 1
; á) an = n sin

(
1

n

)
; â) an =

(
1 +

(−1)n

n

)n
;

ã) an =
(√

n+ 1−
√
n− 1

)√
n; ä) an = n

1
n ; å) an = n mod 5.

2) Íàïèøåòå ïúðâèòå 100 ÷ëåíà íà ðåäèöèòå:

à) an+1 = an + d; á) an+1 = an + (−1)n; â) an+1 = λan;

ã) an+1 = (n+ 1)an; ä) an+1 =
√
an; å) an+1 = an+1an.

3) Íàìåðåòå ôîðìóëà çà îáùèÿ ÷ëåí íà ðåäèöèòå:

à) a1 = 1, a2 = 2, an = 4an−1 + 3an−2 çà âñÿêî n ∈ N, n ≥ 3;

á) a1 = 12, a2 = 24, an = −2an−1 + 3an−2 çà âñÿêî n ∈ N, n ≥ 3;

â) a1 = 1, a2 = 2, an = 4an−1 − an−2 çà âñÿêî n ∈ N, n ≥ 3.
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2.2 Îñíîâíè âèäîâå ÷èñëîâè ðåäèöè

Îïðåäåëåíèå 2.1 Íåêà å äàäåíà ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1:
1) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å ðàñòÿùà, àêî an < an+1 çà âñÿêî n ∈ N;
2) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å íàìàëÿâàùà, àêî an > an+1 çà âñÿêî n ∈ N;
3) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å íåíàìàëÿâàùà, àêî an ≤ an+1 çà âñÿêî n ∈ N;
4) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å íåðàñòÿùà, àêî an ≥ an+1 çà âñÿêî n ∈ N.

Çà äà ñå ïîä÷åðòàå ñòðîãîòî ðàñòåíå (íàìàëÿâàíå) ñå èçïîëçâà îùå òåðìèíà ñòðîãî
ðàñòÿùà çà 1) è ñòðîãî íàìàëÿâàùà çà 2).

Ïðèìåð 2.7 Ðåäèöàòà {2n}∞n=1 å ðàñòÿùà (1, 2, 4, 8, 16, . . .).

Ïðèìåð 2.8 Ðåäèöàòà {1/n}∞n=1 å íàìàëÿâàùà (1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, . . .).

Ïðèìåð 2.9 Ðåäèöàòà 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, . . . , n, n, . . . å íåíàìàëÿâàùà.

Ïðèìåð 2.10 Ðåäèöàòà 1,
1

2
,
1

2
,
1

3
,
1

3
,
1

3
,
1

4
,
1

4
,
1

4
,
1

4
, . . . å íåðàñòÿùà.

Ïðèìåð 2.11 Ðåäèöàòà −1, 1,−1, 1, . . . (−1)n, . . . å íèòî ðàñòÿùà íèòî íàìàëÿâàùà.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Íåêà å äàäåíà ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1:
1) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å ìîíîòîííà, àêî òÿ å èëè íåíàìàëÿâàùà èëè
íåðàñòÿùà;
2) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å ñòðîãî ìîíîòîííà, àêî òÿ å èëè ðàñòÿùà
èëè å íàìàëÿâàùà.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Íåêà å äàäåíà ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1.
1) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà îòãîðå, àêî ñúùåñòâóâà M , òàêà
÷å an ≤M çà âñÿêî n ∈ N;
2) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà îòäîëó, àêî ñúùåñòâóâà M , òàêà
÷å an ≥M çà âñÿêî n ∈ N;
3) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà, àêî ñúùåñòâóâà M , òàêà ÷å |an| ≤
M çà âñÿêî n ∈ N.

Àêî åäíà ÷èñëîâà ðåäèöà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà îòäîëó è îòãîðå, òî òÿ å îãðàíè÷åíà.
Íàèñòèíà ñúùåñòâóâàò m,M ∈ R, òàêà ÷å m ≤ an ≤ M çà âñÿêî n ∈ N. Íåêà ïîëîæèì
N = max{|m|, |M |}. Òîãàâà −N ≤ an ≤ N çà âñÿêî n ∈ N, ò.å. |an| ≤ N .

Ïðèìåð 2.12 Ðåäèöàòà {(−1)n}∞n=1 å îãðàíè÷åíà, íî íå å ìîíîòîííà.

Ïðèìåð 2.13 Ðåäèöàòà {1/n}∞n=1 å îãðàíè÷åíà è ìîíîòîííà.
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Ïðèìåð 2.14 Ðåäèöàòà {2n}∞n=1 å ìîíîòîííà, îãðàíè÷åíî îòäîëó (2 ≤ 2n, n ∈ N), íî íå
å îãðàíè÷åíà.

Ïðèìåð 2.15 Ðåäèöàòà 1, 2, 1, 3, 1, 4, 1, 5, 1, 6, . . . , 1, n, 1, . . . å îãðàíè÷åíî îòäîëó, íå å îã-
ðàíè÷åíà è íå å ìîíîòîííà.

Ðåäèöàòà îò Ïðèìåð 2.5 å îãðàíè÷åíà ñ M = 9.

Çàäà÷è:

1) Èçñëåäâàéòå, êîè îò ðåäèöèòå ñà ìîíîòîííè è êàêúâ å âèäúò íà ìîíîòîííîñòòà, àêî ñà
ìîíîòîííè:

à) an = 1 +
1

n
; á) an =

n− 1

n+ 1
; â) an =

n∑
k=1

(−1)k+1

k
;

ã) an =
√
n+ 1−

√
n− 1; ä) an =

(√
n+ 1−

√
n− 1

)√
n;

å) an = n
1
n ; æ) an =

(√
n+ 1−

√
n− 1

)
n2.

2) Èçñëåäâàéòå, êîè îò ðåäèöèòå ñà îãðàíè÷åíè îòäîëó, îãðàíè÷åíè îòãîðå è îãðàíè÷åíè:

à) an = 1 +
1

n
; á) an =

n2

n+ 1
; â) an =

n∑
k=1

(−1)k+1

k
;

ã) an =
n∑
k=1

1

k
; ä) an =

n∑
k=1

1

2k
; å) an =

√
n+ 1−

√
n− 1;

æ) an =
(√

n+ 1−
√
n− 1

)√
n; ç) an =

(√
n+ 1−

√
n− 1

)
n2.

2.3 Ñõîäÿùè ÷èñëîâè ðåäèöè

Âàæíà ðîëÿ â ìàòåìàòèêàòà èãðàÿò ñõîäÿùèòå ÷èñëîâè ðåäèöè.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà, àêî ñúùåñòâóâà
÷èñëî a, òàêà ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà íîìåð N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |an − a| < ε.

×èñëîòî a íàðè÷àìå ãðàíèöà íà ðåäèöà {an}∞n=1 è îòáåëÿçâàìå ñ lim
n→∞

an = a.
Àêî åäíà ðåäèöà íå å ñõîäÿùà, ñå íàðè÷à ðàçõîäÿùà.

Îïðåäåëåíèå 2.4 êàçâà, ÷å àêî åäíà ðåäèöà å ñõîäÿùà, òî ñúùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî a,
òàêà ÷å çà âñåêè èíòåðâàë (a − ε, a + ε), êúäåòî ε > 0, âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {an},
çàïî÷âàùè îò äàäåíî ìÿñòî, ïðèíàäëåæàò íà èíòåðâàëà (a− ε, a+ ε) (Ôèã. 10)
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Òâúðäåíèå 2.1 Ðåäèöàòà {an}∞n=1, êúäåòî an = a çà âñÿêî n ∈ N, èìà ãðàíèöà a.

aa
3

a
2

a
4

a
5

a
6

a
7

a
1

a-e a+e

( )
Ôèãóðà 10: Ñõîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íå-
ïîñðåäñòâåíî îò ðàâåíñòâîòî |an − a| = 0 < ε
çà âñÿêî ε > 0. �

Ïðèìåð 2.16 Ðåäèöàòà {1/n}∞n=1 èìà ãðàíèöà
0.

Íàèñòèíà, íåðàâåíñòâîòî
∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε å åêâèâàëåíòíî íà −ε < 1/n < ε èëè 1/n ∈

(−ε, ε). Çà âñÿêî ÷èñëî ε > 0 ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî N >
1

ε
.

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî 1/n ∈ (−ε, ε).
Ìîæåì äà èçïîëçâàìå Maple çà âèçóàëèçèðàíå íà ðåäèöàòà, êàòî òî÷êè âúðõó ðåàë-

íàòà ïðàâà. Íåîáõîäèìî å äà ñòàðòèðàìå ïàêåòà plots ñ êîìàíäàòà
with(plots) :

Ïî ïîäðàçáèðàíå Maple ñòàðòèðà ñàìî îãðàíè÷åí áðîé ôóíêöèè. Àêî èñêàìå äà ñòàð-
òèðàìå ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å ñòàðòèðàíà ïî ïîäðàçáèðàíå, òîãàâà òðÿáâà äà ñòàðòèðàìå
ïàêåòà, â êîéòî òÿ å äåôèíèðàíà.

Èçîáðàçÿâàìå âñåêè åëåìåíò îò ðåäèöàòà êàòî òî÷êà îò Äåêàðòîâàòà ðàâíèíà ñ êî-
îðäèíàòè (an, 0), êúäåòî an å n�ÿò åëåìåíò íà ðåäèöàòà, à âòîðàòà êîîðäèíàòà å 0, êîåòî
îçíà÷àâà ÷å òî÷êèòå ùå ëåæàò âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà (Ôèã. 11). Ïàðàìåòúðúò color óêàçâà
öâåòà ñ êîéòî èñêàìå äà èçîáðàçèì òî÷êèòå (an, 0).

pointplot
([
seq

([
1

n
, 0
]
, n = 20..30

)]
, color = red, axesfont = [′′ARIEL′′,′′ROMAN ′′, 14]

)
;

Ïàðàìåòúðúò axesfont = [“ARIEL′′, “ROMAN ′′, 14] çàäàâà âèäà øðèôò, êîéòî äà ñå èç-
ïîëçâà çà öèôðîâèòå äåëåíèÿ âúðõó îñèòå è ðàçìåðà íà öèôðèòå. Ìîæåì äà èçîáðàçèì
åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà âúðõó ïðîèçâîëíà ïðàâà, óñïîðåäíà íà ðåàëíàòà ïðàâà êàòî ïðî-
ìåíèì âòîðàòà êîîðäèíàòà (Ôèã. 11).

Ôèãóðà 11: Ãðàôèêà íà ðåäèöàòà
{

1

n

}∞
n=1

pointplot
([
seq

([
1

n
, 1
]
, n = 20..30

)]
,
]

), color = blue, axesfont = [′′TIMES ′′,′′ROMAN ′′, 16]) ;
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Ïðèìåð 2.17 Ðåäèöàòà
{

n
n+1

}∞
n=1

èìà ãðàíèöà 1 (Ôèã. 12).

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà:

Ôèãóðà 12:
{

n

n+ 1

}∞
n=1

∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣− 1

n+ 1

∣∣∣∣ =
1

n+ 1
.

Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà
÷å N > 1/ε. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî n ≥ N å
èçïúëíåíî ∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ =
1

n+ 1
< ε.

Íà Ôèãóðà 12 ñà äàäåíè ïúðâèòå íÿêîëêî ÷ëåíà íà ðåäèöàòà
{

n
n+1

}∞
n=1

è ε = 1/10.
Ìîæåì äà âèçóàëèçèðàìå åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà an êàòî ãè ïðåäñòàâèì ñ òî÷êè îò

Äåêàðòîâàòà ðàâíèíà ñ êîîðäèíàòè an = (n, an) (Ôèã. 13). Ìîæåì äà èçáèðàìå ðàçëè÷íè
öâåòîâå ñ ïàðàìåòúðà color = öâÿò è ðàçëè÷íè ñèìâîëè ñ ïàðàìåòúðà symbol = ñèìâîë çà
ãðàôè÷íîòî èç÷åðòàâàíå íà åëåìåíòèòå íà ðåäèöàòà.
pointplot(seq([n, (n+ 1)/n], n = 1..30), color = red, symbol = circle);
pointplot(seq([n, (n+ 1)/n], n = 20..30), color = blue, symbol = diamond)

Ôèãóðà 13: Ãðàôèêà íà ðåäèöàòà
{

n

n+ 1

}∞
n=1

Ïðèìåð 2.18 Ðåäèöàòà
{

3n+1
5n+2

}∞
n=1

èìà ãðàíèöà 3/5.

Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà:∣∣∣∣3n+ 1

5n+ 2
− 3

5

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣− 1

25n+ 10

∣∣∣∣ =
1

25n+ 10
.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Àêî èçáåðåì N ∈ N, òàêà ÷å N >

1

ε
− 10

25
, òî çà âñÿêî n ≥ N ùå

å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ∣∣∣∣3n+ 1

5n+ 2
− 3

5

∣∣∣∣ < ε.
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Òàáëèöàòà íè ïîêàçâà çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ε êàêâà ñòîéíîñò íà N ìîæåì äà
èçáåðåì:

ε 0.1 0.05 0.01 0.002 0.001 0.0003 0.0001
N 1 1 4 20 40 133 400

Çà äà ïðåáðîèì êîëêî åëåìåíòà ñúäúðæà åäíî ìíîæåñòâîA èçïîëçâàìå êîìàíäàòà numelems(A).
Âúâåæäàìå ñòîéíîñòèòå íà ε êàòî åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî A, çà êîèòî èñêàìå äà íàìå-
ðèì çà êîè N ∈ N å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî |an − a| < ε. Êîìàíäàòà numelems(A) èçâåæäà
áðîÿ íà åëåìåíòèòå â ìíîæåñòâîòî A.
A := [0.1, 0.05, 0.01, 0.002, 0.001, 0.0003, 0.0001]; s := numelems(A);
[0.1, 0.05, 0.01, 0.002, 0.001, 0.0003, 0.0001]
7
Èçïîëçâàìå öèêúë, çà äà îáõîäèì âñè÷êè åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî A è äà ðåøèì íåðà-
âåíñòâîòî |an − a| < ε. Êîìàíäàòà A[i] âðúùà åëåìåíòà íà ïîçèöèÿ i â ìíîæåñòâîòî A.

for i from 1 to s do evalf
(
solve

({
n > 0,

1

25 · n+ 10
< A[i]

}
, n
))

end do;

0. < n
0.4000000000 < n
3.600000000 < n
19.60000000 < n
39.60000000 < n
132.9333333 < n
399.6000000 < n

Èçïîëçâàìå êîìàíäàòà evalf(solve(n > 0, 1/(25 · n+ 10) < A[i], n)), çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó-
÷àé ðåøåíèåòî ñå èçâåæäà êàòî ðàöèîíàëíî ÷èñëî. Âêëþ÷âàìå íåðàâåíñòâîòî n > 0, çà-
ùîòî òúðñèì ðåøåíèå â ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà.

Ìîæå äà ñå èçïîëçâà äîïúëíèòåëåí ïàðàìåòúð useassumptions â êîìàíäàòà solve,
êîéòî äà îãðàíè÷àâà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ðåøåíèÿòà, áåç äà ñå âêëþ÷âàò äîïúëíè-
òåëíè íåðàâåíñòâà. Ñëåä êîìàíäàòà solve òðÿáâà äà îïèøåì äîïúëíèòåëíèòå îãðàíè÷åíèÿ
çà ìíîæåñòâîòî, â êîåòî òúðñèì ðåøåíèÿòà. Ôóíêöèÿòà abs(x) äåôèíèðà ìîäóë îò x â
Maple.
for i to 4 do

solve
(
abs

(
3 · n+ 1

5 · n+ 2
− 3

5

)
<

1

10i
, n, useassumptions

)
assuming n > 0;

end do

RealRange(Open(0), infinity)
RealRange(Open(18/5), infinity)
RealRange(Open(198/5), infinity)
RealRange(Open(1998/5), infinity)

Îòãîâîðúò, êîéòî ïîëó÷àâàìå å â ðàöèîíàëíè ÷èñëà. Àêî èñêàìå äà ïîëó÷èì îòãîâîð
â äåñåòè÷íà äðîá, òðÿáâà íÿêúäå äà èçïîëçâàìå äåñåòè÷åí çàïèñ íà ÷èñëî, êîåòî ó÷àñòâà
â ðåøåíèåòî íà íåðàâåíñòâàòà.
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for i to 4 do

solve
(
abs

(
3 · n+ 1

5.0 · n+ 2
− 3

5

)
<

1

10i
, n, useassumptions

)
assuming n > 0;

end do

RealRange(Open(0.), infinity)
RealRange(Open(3.600000000), infinity)
RealRange(Open(39.60000000), infinity)
RealRange(Open(399.6000000), infinity)

Êîìàíäàòà limit(an, n = infinity) èëè lim
n→∞

ïðåñìÿòà ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {an}∞n=1.

limit
(

3 · n+ 1

5 · n+ 2
, n = infinity

)
; lim
n→∞

3 · n+ 1

5 · n+ 2
;

3

5
3

5
.

Ïðèìåð 2.19 Äîêàæåòå, ÷å lim
n→∞

n2 − n+ 2

3n2 + 2n− 4
=

1

3
.

Íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣∣ n2 − n+ 2

3n2 + 2n− 4
− 1

3

∣∣∣∣∣ =
5n− 10

3(3n2 + 2n− 4)
<

5n

3(3n2 + 2n− 4)
<

5n

6n2
<

1

n
,

ñà èçïúëíåíè çà âñÿêî n ≥ 2. Òîãàâà çà âñÿêî ε àêî èçáåðåì N > 1/ε, òî ùå å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî ∣∣∣∣∣ n2 − n+ 2

3n2 + 2n− 4
− 1

3

∣∣∣∣∣ < ε

çà âñÿêî n ≥ N .

limit

(
n2 − n+ 2

3 · n2 + 2 · n− 4
, n = infinity

)
;

1

3
.

Òúé êàòî ñå èíòåðåñóâàìå íåðàâåíñòâîòî
∣∣∣ n2−n+2
3n2+2n−4

− 1
3

∣∣∣ < ε äà áúäå èçïúëíåíî çà
âñè÷êè n îò äàäåíî ìÿñòî íàòàòúê, òî ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å n ≥ 2.

Òâúðäåíèå 2.2 1) Àêî êúì åäíà ñõîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà äîáàâèì êðàåí áðîé ÷ëåíîâå, òî
ïàê ùå ïîëó÷èì ñõîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà ñúñ ñúùàòà ãðàíèöà.
2) Àêî îò åäíà ñõîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà èçâàäèì êðàåí áðîé ÷ëåíîâå, òî ïàê ùå ïîëó÷èì
ñõîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà ñúñ ñúùàòà ãðàíèöà.
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Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò îïðåäåëåíèåòî çà ñõîäèìîñò
íà ðåäèöà. Íàèñòèíà, àêî ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà a, òî çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé ÷ëåíîâå an, òàêà ÷å an 6∈ (a−ε, a+ε). Äîáàâÿíåòî èëè èçâàæäàíåòî
íà êðàåí áðîé ÷ëåíîâå, íÿìà äà èçìåíè óñëîâèåòî èçâúí èíòåðâàëà (a−ε, a+ε) äà îñòàâàò
ñàìî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå. �

Òâúðäåíèå 2.3 Âñÿêà ñõîäÿùà ÷èñëîâà ðåäèöà å îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà ðåäèöàòà. Ñúùåñòâóâà ÷èñëî a òàêà, ÷å çà âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóâà íîìåð Nε ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ Nε å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
|an − a| < ε. Íåêà èçáåðåì ε = 1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà N1 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N1 å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |an − a| < 1, ò.å. a− 1 < an < a+ 1.

Àêî ïîëîæèì M = max{|a − 1|, |a + 1|, |a1|, |a2|, . . . , |aN1−1|}, òî |an| ≤ M çà âñÿêî
n ∈ N. �

Çàäà÷è

1) Äîêàæåòå, ÷å ñà âåðíè ãðàíèöèòå

à) lim
n→∞

4n− 1

5n+ 4
=

4

5
, á) lim

n→∞

2n2 − 1

n2 + 1
= 2,

â) lim
n→∞

2n2 + n

5n2 + 4
=

2

5
, ã) lim

n→∞

3n3 + n+ 2

2n3 + n2
=

3

2
.

2) Ïîïúëíåòå òàáëèöàòà çà ãðàíèöèòå îò Çàäà÷à 1)

ε 0.1 0.05 0.01 0.002 0.001 0.0003 0.0001
N

2.4 Äåéñòâèÿ ñ ÷èñëîâè ðåäèöè

Íåêà ñà äàäåíè ÷èñëîâèòå ðåäèöè {an}∞n=1, {bn}∞n=1 è α ∈ R. Óìíîæåíèå íà ðåäèöàòà
{an}∞n=1 ñ ÷èñëîòî α íàðè÷àìå ðåäèöàòà {αan}∞n=1. Ñóìà èëè ðàçëèêà íà ðåäèöèòå {an}∞n=1,
{bn}∞n=1 íàðè÷àìå ñúîòâåòíî ðåäèöèòå {an + bn}∞n=1 èëè {an − bn}∞n=1. Ïðîèçâåäåíèå íà
ðåäèöèòå {an}∞n=1, {bn}∞n=1 íàðè÷àìå ðåäèöàòà {anbn}∞n=1. Àêî çà âñÿêî n ∈ N bn 6= 0, òîãàâà
÷àñòíî íà ðåäèöèòå {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 íàðè÷àìå ðåäèöàòà {an/bn}∞n=1.

Òâúðäåíèå 2.4 Íåêà ñà äàäåíè äâå ñõîäÿùè ÷èñëîâè ðåäèöè lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b è
α ∈ R. Òîãàâà:
1) lim

n→∞
(an ± bn) = lim

n→∞
an ± lim

n→∞
bn = a± b;

2) lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an. lim
n→∞

bn = a.b;

3) Àêî çà âñÿêî n ∈ N bn 6= 0 è b 6= 0, òî lim
n→∞

(
an
bn

)
=

lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
=
a

b
.
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Äîêàçàòåëñòâî: 1) Ùå äîêàæåì, ÷å lim
n→∞

(an + bn) = a + b. Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöèòå

{an}∞n=1 è {bn}∞n=1 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò Na, Nb ∈ N, òàêà ÷å |an − a| < ε/2
çà âñÿêî n ≥ Na è |bn − b| < ε/2 çà âñÿêî n ≥ Nb. Òîãàâà çà âñÿêî n ≥ N = max{Na, Nb} ñà
èçïúëíåíè è äâåòå íåðàâåíñòâà |an − a| < ε/2 è |bn − b| < ε/2. Ñëåäîâàòåëíî

|an + bn − (a+ b)| = |an − a+ bn − b| ≤ |an − a|+ |bn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Äîêàçàòåëñòâî íà limn→∞(an − bn) = a− b ñå ïðîâåæäà àíàëîãè÷íî.
2) Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà {bn}∞n=1 ñëåäâà, ÷å òÿ å îãðàíè÷åíà, ò.å. ñúùåñòâóâà

B, òàêà ÷å |bn| ≤ B çà âñÿêî n ∈ N. Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöèòå ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0
Ñúùåñòâóâàò Na, Nb ∈ N, òàêà ÷å |an − a| < ε

2B
çà âñÿêî n ≥ Na è |bn − b| < ε

2a
çà âñÿêî

n ≥ Nb. Òîãàâà çà âñÿêî n ≥ N = max{Na, Nb} ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

|anbn − ab| = |anbn − abn + abn − ab| ≤ |an − a||bn|+ |bn − b|a <
ε

2B
B +

ε

2a
a = ε.

3) Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å b > 0. Çà b < 0 äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî. Îò lim
n→∞

bn =

b > 0 ñëåäâà, ÷å çà ε0 = b/2 ñúùåñòâóâà íîìåð N0 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N0 å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî |bn − b| < ε0 = bn/2, êîåòî å åêâèâàëåíòíî íà íåðàâåíñòâàòà b

2
< bn <

3b
2
.

Òîãàâà çà n ≥ N0 å â ñèëà ∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =
|bn − b|
|b|.|bn|

<
2

b2
|bn − b|.

Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà {bn}∞n=1 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà Nε ∈ N, òàêà ÷å

|bn − b| <
b2.ε

2
. Òîãàâà çà âñÿêî n ≥ N = max{N0, Nε} å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ < 2

b2
|bn − b| < ε,

îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å lim
n→∞

1/bn = 1/b.

Ñåãà èçïîëçâàéêè 2) ïîëó÷àâàìå, ÷å lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

(
1

bn
.an

)
=

1

b
.a =

a

b
. �

Ñëåäñòâèå 2.1 Íåêà ÷èñëîâàòà ðåäèöà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà a è α ∈ R. Òîãàâà
limn→∞ αan = α limn→∞ an = αa.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Òâúðäåíèå 2.1 è Òâúðäåíèå
2.4, àêî ðàçãëåäàìå êîíñòàíòíàòà ðåäèöà {bn}∞n=1, bn = α çà âñÿêî n ∈ N. �

Ïðèìåð 2.20 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà an =
3n+ 2

5n− 1
.
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Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å an =
3n+ 1

5n− 1
=
n(3 + 2

n
)

n(5− 1
n
)

=
3 + 2

n

5− 1
n

.

Ñúãëàñíî Ïðèìåð 2.16 lim
n→∞

1

n
= 0 è Ñëåäñòâèå 2.1 lim

n→∞

2

n
= 0. Ñïîðåä Òåîðåìà 2.4 ñà

â ñèëà ðàâåíñòâàòà lim
n→∞

(
3 +

2

n

)
= 3, lim

n→∞

(
5− 1

n

)
= 5 è ñëåäîâàòåëíî lim

n→∞

3 + 2
n

5− 1
n

= 3/5.

Çàáåëåæêà Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limn→∞(an + bn), òîâà
íå îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöèòå {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 ñà ñõîäÿùè. Íàïðèìåð, àêî an = (−1)n è
bn = (−1)n+1, òî ðåäèöèòå {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 íå ñà ñõîäÿùè, à ðåäèöàòà an + bn = 0 å
ñõîäÿùà. Ñúùîòî å â ñèëà è çà ðàçëèêà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíî íà äâå ðåäèöè.

Òâúðäåíèå 2.5 Çà âñÿêî p, q ∈ N å â ñèëà lim
n→∞

1

np/q
= 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Íåêà èçáåðåì N =

[(
1

ε

)q/p]
+ 1. Òîãàâà çà

âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
1

np/q
< ε. �

Ïðèìåð 2.21 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà an =
2
√
n3 + n

2
2
√
n3 + 3

√
n
.

lim
n→∞

2
√
n3 + n

2
2
√
n3 + 3

√
n

= lim
n→∞

2
√
n3
(
1 + 1

3√n

)
2
√
n3
(
2 + 1

6√
n7

) =
1

2
.

Çàäà÷è

1) Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

n7 + 3n5 − n+ 1

n7 − n6 + n2
; á) lim

n→∞

3n4 + 2n3 − 1

2n3 − n
; â) lim

n→∞

2n5 + 3n3 − n
4n5 − n4 + n2

.

2) Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

3
√
n5 + 2n+

√
n

3
√
n5 +

3
√
n4

; á) lim
n→∞

4
3
√
n7 + n2 +

√
n3

2
3
√
n7 + n+

√
n3

; â) lim
n→∞

n4 + n2 +
3
√
n8

n4 + n3 +
2
√
n7
.

2.5 Íåðàâåíñòâà è ãðàíèöè íà ðåäèöè

Ëåìà 2.1 (Ãðàíè÷åí ïðåõîä â íåðàâåíñòâà) Íåêà ñà äàäåíè äâå ñõîäÿùè ÷èñëîâè ðåäèöè
lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b è an ≤ bn çà âñÿêî n ∈ N. Òîãàâà a ≤ b.
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b-e b+e

a+ea-e
a

n

b
n (( ))

Ôèãóðà 14: Ãðàíè÷åí ïðåõîä â íåðàâåíñ-
òâà

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äà äîïóñíåì ïðîòèâíî-
òî, ò.å. a > b. Íåêà èçáåðåì ε = (a− b)/2. Òîãàâà
b − ε < b + ε = a − ε < a + ε. Îò ñõîäèìîñò-
òà íà ðåäèöèòå {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 ñëåäâà, ÷å ñú-
ùåñòâóâàò Na è Nb, òàêà ÷å an ∈ (a − ε, a + ε)
çà âñÿêî n ≥ Na è bn ∈ (b − ε, b + ε) çà âñÿêî
n ≥ Nb. Íåêà èçáåðåì N = max{Na, Nb}. Òîãàâà çà âñÿêî n ≥ N ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:
bn < b + ε = a − ε < an (Ôèãóðà 14), êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî an ≤ bn çà âñÿêî
n ∈ N. �

Ïðèìåð 2.22 Íåêà an =
n

n+ 1
è bn = 1 +

1

n
.

Ôèãóðà 15: Ãðàôèêà íà ðåäèöèòå{
n

n+ 1

}∞
n=1

è
{

1 +
1

n

}∞
n=1

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å an < 1 < bn è ÷å
limn→∞ an = limn→∞ bn = 1. Òîçè ïðèìåð ïîêàç-
âà, ÷å â Ëåìà 2.1 äîðè äà ïîèñêàìå ñòðîãî íå-
ðàâåíñòâî çà ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà, íå ñëåäâà
ñòðîãî íåðàâåíñòâî çà òåõíèòå ãðàíèöè.

Ìîæåì äà âèçóàëèçèðàìå ðåäèöèòå {an}∞n=1

è {bn}∞n=1 îò Ïðèìåð 2.22 â Maple (Ôèã. 15).
Ïúðâî äåôèíèðàìå ðåäèöèòå a = {(n, an)} è
b = {(n, bn)}.

a :=
[
seq

([
n,

n

n+ 1

]
, n = 1..20

)]
;

b :=
[
seq

([
n, 1 +

1

n

]
, n = 1..20

)]
;

[[
1,

1

2

]
,
[
2,

2

3

]
,
[
3,

3

4

]
,
[
4,

4

5

]
,
[
5,

5

6

]
,
[
6,

6

7

]
,
[
7,

7

8

]
,
[
8,

8

9

]
,
[
9,

9

10

]
,
[
10,

10

11

]
,

[
11,

11

12

]
,
[
12,

12

13

]
,
[
13,

13

14

]
,
[
14,

14

15

]
,
[
15,

15

16

]
,
[
16,

16

17

]
,
[
17,

17

18

]
,
[
18,

18

19

]
,
[
19,

19

20

]
,
[
20,

20

21

]]
[
[1, 2] ,

[
2,

3

2

]
,
[
3,

4

3

]
,
[
4,

5

4

]
,
[
5,

6

5

]
,
[
6,

7

6

]
,
[
7,

8

7

]
,
[
8,

9

8

]
,
[
9,

10

9

]
,
[
10,

11

10

]
,

[
11,

12

11

]
,
[
12,

13

12

]
,
[
13,

14

13

]
,
[
14,

15

14

]
,
[
15,

16

15

]
,
[
16,

17

16

]
,
[
17,

18

17

]
,
[
18,

19

18

]
,
[
19,

20

19

]
,
[
20,

21

20

]]
Èçîáðàçÿâàìå ãðàôè÷íî åëåìåíòèòå íà ðåäèöèòå {an}∞n=1 è {bn}∞n=1 (Ôèã. 15).
plot([a, b], color = [red, blue], style = [point]);

Ëåìà 2.2 (Ëåìà çà äâàìàòà ïîëèöàè) Íåêà ñà äàäåíè òðè ÷èñëîâè ðåäèöè {an}∞n=1, {bn}∞n=1

è {cn}∞n=1, óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåíñòâàòà an ≤ bn ≤ cn çà âñÿêî n ∈ N. Òîãàâà, àêî
lim
n→∞

an = s è lim
n→∞

cn = s, òî è lim
n→∞

bn = s.
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Îò limn→∞ an = s è limn→∞ cn = s ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà s− ε < an ≤ bn ≤
cn < s+ ε îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå, ÷å limn→∞ bn = s. �

Ïðèìåð 2.23 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà an =
n∑
k=1

1√
n2 + k

.

Çà íàìèðàíåòî íà ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 ùå èçïîëçâàìå Ëåìà 2.2. Â ñèëà ñà
íåðàâåíñòâàòà

bn =
n

n+ 1
=

n√
n2 + 2n+ 1

≤ n
1√

n2 + n
≤ an ≤ n

1√
n2 + 1

≤ n

n
= 1 = cn

çà âñÿêî n ∈ N. Îò Ïðèìåð 2.17 ïîëó÷àâàìå, ÷å limn→∞ bn = lim
n→∞

n

n+ 1
= 1, îò Òâúðäåíèå

2.1 ïîëó÷àâàìå limn→∞ cn = 1 è ñëåäîâàòåëíî lim
n→∞

an = 1.

Ôèãóðà 16: Ãðàôèêà íà ðåäèöèòå bn =
n∑
k=1

1√
n2 + n

≤ an =
n∑
k=1

1√
n2 + k

≤ cn =
n∑
k=1

1√
n2 + 1

Êîìàíäàòà sum(f, k = m..n) èëè
n∑

i=m

f â Maple ñóìèðà ðåäèöàòà, êîÿòî å çàäàäåíà ñ

ôîðìóëàòà f ïî èíäåêñà k îò m äî n.

limit

(
sum

(
1√

n2 + k
, k = 1..n

)
, n = infinity

)
;
n∑
k=1

1√
n2 + k

:

1

b :=

[
seq

([
n, sum

(
1√

n2 + n
, k = 1..n

)]
, n = 1..20

)]
;

a :=

[
seq

([
n, sum

(
1√

n2 + k
, k = 1..n

)]
, n = 1..20

)]
;
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c :=

[
seq

([
n, sum

(
1√

n2 + 1
, k = 1..n

)]
, n = 1..20

)]
;

plot([a, b, c], color = [red, blue, green], style = [point]);

Ïðèìåð 2.24 Äà ñå íàìåðè îáåìà V íà òðèúãúëíà ïèðàìèäà.

A

B

C

D

h

A
k

A
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C
k-1

B
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B
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C
k

C`
k̀-1

B`
k̀-1

B
k̀

C
k̀

Ôèãóðà 17: Îáåì íà òåòðàåäúð

Íåêà äà ðàçäåëèì âèñî÷èíàòà íà ïèðàìèäàòà íà n
ðàâíè ÷àñòè è äà ïðåêàðàìå óñïîðåäíè íà îñíîâàòà ðàâ-
íèíè ïðåç òî÷êèòå íà äåëåíèå. Ñå÷åíèÿòà ñà òðèúãúëíè-
öè, êîèòî ñà ïîäîáíè íà îñíîâàòà. Àêî DAk/DA = k/n,
òî ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà 4AkBkCk, ïðåêàðàí ïðåç òî÷-

êàòà Ak è óñïîðåäåí íà îñíîâàòà èìà ëèöå
k2

n2
S∆ABC . Ïîñ-

òðîÿâàìå ñïîìàãàòåëíè ïðèçìè AkB
′
kC
′
kAk−1Bk−1Ck−1,

âïèñàíè â ïèðàìèäàòà, à äðóãèòå AkBkCkA
′′
k−1B

′′
k−1C

′′
k−1,

îïèñàíè îêîëî íåÿ (Ôèãóðà 17). Íåêà îçíà÷èì îáåìèòå
èì ñúîòâåòíî ñ Wn è Vn. Î÷åâèäíî Wn < V < Vn. Ëåñíî
ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ðàçëèêàòà Vn−Wn å îáåìúò íà ïðèçìà ñ
îñíîâà ∆ABC è âèñî÷èíà h/n. Òîãàâà limn→∞(Vn−Wn) =

limn→∞
hS∆ABC

n
= 0 è ñëåäîâàòåëíî limn→∞(V −Wn) =

limn→∞(Vn − V ) = 0 è limn→∞ Vn = limn→∞Wn = V .
Îñòàâà äà ïðåñìåòíåì Wn. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å

Wn =
h

n

1

n2
S4ABC +

h

n

22

n2
S4ABC + . . .+

h

n

k2

n2
S4ABC + . . .+

h

n

n2

n2
S4ABC =

h

n

S∆ABC

n2

n∑
k=1

k2

=
hS4ABC
n3

.
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
= hS4ABC

(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
.

Ñëåäîâàòåëíî

V = lim
n→∞

Wn = lim
n→∞

hS∆ABC
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
=
hS∆ABC

3
.

�

Ôóíêöèÿòà sum(f, k = m..n) ìîæåì äà ñå èçïèøå è êàòî
n∑

k=m

f . Ôóíêöèÿòà
∑

ñå

íàìèðà â ïðîçîðöèòå â ëÿâàòà ÷àñò íà Maple. Êîìàíäàòà factor(f) ïðåîáðàçóâà èçðàçà f
âúâ âèä íà ìíîæèòåëè, êîãàòî òîâà å âúçìîæíî.

S :=
n∑
k=1

k2;

factor(S);
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(n+ 1)3

6
− (n+ 1)2

2
+
n

6
+

1

6

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

Ôèãóðà 18: Ëèöå íà îòðåç
îò ïàðàáîëà

Ïðèìåð 2.25 Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà ôèãóðàòà, îáðàçóâà-
íà îò ïàðàáîëàòà y = ax2, îòñå÷êèòå OP è PM (Ôèã. 18).

Íåêà äà ðàçäåëèì îòñå÷êàòà OP íà n ðàâíè ÷àñòè è äà
ïðåêàðàìå ïðàâè óñïîðåäíè íà îñòà Oy. Ïîñòðîÿâàìå ñïîìà-
ãàòåëíè ïðàâîúãúëíèöè, åäíèòå âïèñàíè âúâ ôèãóðàòà, à äðó-
ãèòå îïèñàíè îêîëî íåÿ (Ôèãóðà 18). Íåêà îçíà÷èì ëèöàòà èì
ñúîòâåòíî ñ Qn è Sn. Î÷åâèäíî Qn < S < Sn. Ëåñíî ñå ñúîáðà-
çÿâà, ÷å Sn−Qn =

xy

n
. Òîãàâà limn→∞(Sn−Qn) = limn→∞

xy

n
=

0 è ñëåäîâàòåëíî limn→∞(S − Qn) = limn→∞(Sn − S) = 0 è
limn→∞ Sn = limn→∞Qn = S.

Îñòàâà äà ïðåñìåòíåì Sn. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å

Sn = a
(
x

n

)2 x

n
+ a

(
2x

n

)2 x

n
+ . . .+ a

(
kx

n

)2
x

n
+ . . .+ a

(
nx

n

)2 x

n
=

n∑
k=1

a
k2x3

n3

=
ax3

n3

n∑
k=1

k2 =
ax3

n3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=
ax3

6

(n+ 1)(2n+ 1)

n2
.

Ñëåäîâàòåëíî

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

ax3

6

(n+ 1)(2n+ 1)

n2
=
x.ax2

3
.

Îò òóê ëåñíî ñå ïîëó÷àâà, ÷å ëèöåòî íà ïàðàáîëè÷íèÿ ñåãìåíò OMM1 å ðàâíî íà

SOMM1 = 2(OP.PM −SOPM) = 2
(
xy − a

3
x3
)

= 2
(
ax3 − a

3
x3
)

=
4a

3
x3, êúäåòî y = ax2. Òîçè

ðåçóëòàò å áèë èçâåñòåí îùå íà Àðõèìåä.
Â èñòîðè÷åñêèòå èçòî÷íèöè Àðõèìåä å íàðè÷àí Àðõèìåä îò Ñèðàêóçà. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å

Àðõèìåä å ñèí íà àñòðîíîìà Ôèäèé. Àðõèìåä ïîëó÷àâà îáðàçîâàíèåòî ñè â Àëåêñàíäðèÿ. Íÿêîè
èñòîðèöè íà ìàòåìàòèêàòà ñìÿòàò Àðõèìåä (Archimedes of Syracuse 284�212 ïð.í.å.) ðîäåí è
æèâÿë â Ñèðàêóçà, Ñèöèëèÿ çà åäèí îò íàé-ãîëåìèòå ìàòåìàòèöè â èñòîðèÿòà íàðåä ñ Íþ-
òîí, Ãàóñ è Îéëåð. Íåãîâèòå ïðèíîñè ñà â ãåîìåòðèÿòà, ìåõàíèêàòà è äîðè å ñ÷èòàí çà åäèí
îò ïèîíåðèòå íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Ñèñòåìíî å ïðèëàãàë ìàòåìàòèêàòà â åñòåñòâîç-
íàíèåòî è â òåõíè÷åñêèòå ñè îòêðèòèÿ è èçîáðåòåíèÿ. Íàìèðà åäíî äîáðî ïðèáëèæåíèå íà
÷èñëîòî π (223/71 < π < 22/7, π ≈ 3, 1418); Èç÷èñëÿâà ïîâúðõíîñòòà íà ïàðàáîëè÷åí ñåãìåíò
è îáåìèòå íà ðàçëè÷íè ìàòåìàòè÷åñêè òåëà, íàìèðà ôîðìóëà çà îáåìà íà ðîòàöèîíè òåëà,
èçñëåäâà ìíîæåñòâî êðèâè è ñïèðàëè, åäíà îò êîèòî íîñè íåãîâîòî èìå: àðõèìåäîâà ñïèðàëà.
Äàâà îïðåäåëåíèåòî çà ïîëóïðàâèëíè ìíîãîñòåíè, íàðè÷àíè àðõèìåäîâè òåëà. Àðõèìåä äàâà äî-
êàçàòåëñòâî çà íåîãðàíè÷åíîñòòà (îòãîðå) íà ðåäèöàòà íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà (îùå èçâåñòíî
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êàòî àêñèîìà íà Àðõèìåä). Çàêîí íà Àðõèìåä: "Âñÿêî òÿëî, ïîòîïåíî â òå÷íîñò, îëåêâà òîë-
êîâà, êîëêîòî òåæè èçòëàñêàíàòà îò íåãî òå÷íîñò". Ëåãåíäàòà ðàçêàçâà, ÷å êîãàòî îòêðèë
òîçè çàêîí, âçåìàéêè ñè òîïëà âàíà, Àðõèìåä òîëêîâà ñå âúîäóøåâèë, ÷å èçâèêàë ½Åâðèêà!�
è õóêíàë ãîë ïî óëèöèòå íà Ñèðàêóçà. Àðõèìåä ñå ñ÷èòà çà ñúçäàòåë íà õèäðîñòàòèêàòà è
ñòàòèêàòà � äàâà îáÿñíåíèå íà ïðèíöèïà íà äåéñòâèå íà ëîñòà, ïîêðàé êîéòî ñòàâà èçâåñ-
òíà ìèñúëòà íà Àðõèìåä ½Äàéòå ìè îïîðíà òî÷êà è äîñòàòú÷íî äúëúã ëîñò, è ùå ïîâäèãíà
Çåìÿòà!�. Òîé êîíñòðóèðà âîäîïîäåìíèÿ àðõèìåäîâ âèíò;

Ôèãóðà 19: Archimedes of
Syracuse

Ïî âðåìå íà îáñàäàòà íà Ñèðàêóçà Àðõèìåä ïðîåêòèðà îáñàä-
íèòå ìàøèíè (îãíåõâúðãà÷êè), ïîäåìíèöè, êîèòî äà ïîâäèãàò è äà
ïîòîïÿâàò âðàæåñêèòå êîðàáè â ìîðåòî, ñèñòåìà îò îãëåäàëà, êî-
ÿòî äà çàïàëâà êîðàáèòå. Òàêà ñ íåãîâèòå ìàøèíè ñå óíèùîæàâà
çíà÷èòåëíà ÷àñò îò àðìèÿòà íà ðèìñêèòå íàøåñòâåíèöè. Êîãà-
òî Ñèðàêóçà íàêðàÿ âñå ïàê ïàäà, Àðõèìåä å óáèò îò ðèìñêè âîé-
íèê âúïðåêè çàïîâåäèòå íà ðèìñêèÿ ãåíåðàë Ìàðê Êëàâäèé Ìàðêåë
äà íå áúäå äîêîñâàí. Ðàçïðîñòðàíåíàòà îò ãúðöèòå ëåãåíäà ðàçêàç-
âà, ÷å Àðõèìåä áèë ïîñå÷åí, äîêàòî ïèøåë íÿêàêâî óðàâíåíèå âúðõó
ïÿñúêà.

Íà èìåòî íà Àðõèìåä ñà êðúñòåíè êðàòåð è ïëàíèíñêà âåðèãà
íà Ëóíàòà.

Çàäà÷è

1) Äîêàæåòå:

à) lim
n→∞

4n+ 2

3n− 1
=

4

3
; á) lim

n→∞

3n2 − n+ 3

3n2 − n+ 2
= 1; â) lim

n→∞

n3 + n2 + n+ 2

2n3 − n2 + n− 1
=

1

2
;

ã) lim
n→∞

1

1 + n2
= 0; ä) lim

n→∞

1√
n

= 0; å) lim
n→∞

1
n
√
n!

= 0.

2) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå íà ðåäèöèòå ñ îáù ÷ëåí ñúîòâåòíî:

à) an =
sin(n2)

n
; á) an =

cos(n2 + n)√
n

;

â) an =
sin(nn − n+ 1)

n2
; ã) an =

cos(2n+ 1)

2n− 1
.

3) Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöèòå

à) an =
1

n!
; á) bn =

2n

n3 + 1
; â) cn =

(−1)n+1

n
; ã) dn =

(−2)n

3n
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èìàò ãðàíèöà 0 è ïîïúëíåòå òàáëèöàòà

ε 0.1 0.05 0.01 0.002 0.001 0.0003 0.0001
N

4) Àêî a, b ∈ (0, 1) íàìåðåòå

lim
n→∞

1 + a+ a2 + . . .+ an

1 + b+ b2 + . . .+ bn
.

5) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

(
1

2
+

3

22
+

5

23
+ . . .+

2n− 1

2n

)
; á) lim

n→∞

(
1

1.2
+

1

2.3
+

1

3.4
+ . . .+

1

n.(n+ 1)

)
;

â) lim
n→∞

√
2

4
√

2
8
√

2 . . .
2n
√

2; ã) lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+

3

n2
+ . . .+

n

n2

)
.

2.6 Ìîíîòîííè ðåäèöè

Òåîðåìà 2.1 Àêî ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, òîãàâà òÿ å ñõîäÿùà.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà ñàìî çà ñëó÷àÿ íà ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà,
òúé êàòî äîêàçàòåëñòâîòî çà ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ðåäèöà íå ñå îòëè÷àâà ñúùåñòâåíî.

Íåêà ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà íåé-
íàòà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà a = supn∈N{an}.

Îò äåôèíèöèÿòà íà òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
N ∈ N òàêà, ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî an > a− ε. Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å
çà âñÿêî n ≥ N ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà 0 ≤ an − a < ε (Ôèãóðà 20) è ñëåäîâàòåëíî
lim
n→∞

an = a. �

Ôèãóðà 20: Ñõîäèìîñò íà ìîíîòîííà ðåäèöà

Ïðèìåð 2.26 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî c > 0 å èçïúëíåíî limn→∞
cn

n!
= 0.

Íåêà äåôèíèðàìå ðåêóðåíòíàòà ðåäèöà {xn}∞n=1, äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî

xn+1 = xn
c

n+ 1
=

cn+1

n+ 1!
.(3)

Îò limn→∞ c/n = 0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà N0 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N0 å â ñèëà c/n <
1 è ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {xn}∞n=N0

e ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. Î÷åâèäíî, ÷å ðåäèöàòà
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{xn}∞n=N0
å îãðàíè÷åíà, çàùîòî 0 ≤ xn ≤ xN0 , çà âñÿêî n ≥ N0. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.1

ðåäèöàòà {xn}∞n=N0
å ñõîäÿùà. Íåêà ïîëîæèì a = lim

n→∞
xn. Îò Òâúðäåíèå 2.2 ñëåäâà, ÷å

ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà. Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä â (3) ïîëó÷àâàìå

a = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

(
xn

c

n+ 1

)
= a.0 = 0

è ñëåäîâàòåëíî a = 0.
Ùå ïðåñìåòíåì an çà n = 1, 2, . . . 20 ïðè c = 6.

for i to 20 do

evalf
(

6i

i!
, 3
)

end do;
6, 18, 36, 54, 64.8, 64.8, 55.5, 41.7, 27.8, 16.7, 9.09, 4.5, 2.1, 0.8, 0.3, 0.1, 0.04, 0.01, 0.005, 0.001

Ïðèìåð 2.27 Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà x1 =
√
c, x2 =

√
c+
√
c, x3 =

√
c+

√
c+
√
c, . . .

Íàìåðåòå ãðàíèöàòà íà ðåäèöàòà {xn}∞n=1.

Íåêà äåôèíèðàìå ðåêóðåíòíàòà ðåäèöà {xn}∞n=1, äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî

xn+1 =
√
c+ xn.(4)

Ùå ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà. Íàèñòèíà x1 =
√
c <

√
c+
√
c =

x2. Äà äîïóñíåì, ÷å xn−1 < xn. Òîãàâà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî xn+1 =
√
c+
√
xn >√

c+
√
xn−1 = xn è ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà.

Ùå ïîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíà îòãîðå îò 1 +
√
c. Íàèñòèíà,

x1 =
√
c < 1 +

√
c. Äà äîïóñíåì, ÷å xn < 1 +

√
c. Òîãàâà

xn+1 =
√
c+ xn <

√
c+
√
c+ 1 <

√
c+ 2

√
c+ 1 = 1 +

√
c.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.1 ðåäèöàòà (4) å ñõîäÿùà. Íåêà äà îçíà÷èì ãðàíèöàòà �è ñ a,
äà ïîâäèãíåì íà êâàäðàò â (4) è äà íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä (àêî limn→∞ xn = a, òî
ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 2.4 limn→∞ x

2
n = limn→∞ xn.xn = limn→∞ xn. limn→∞ xn = a2)

a2 = lim
n→∞

x2
n+1 = lim

n→∞
(c+ xn) = c+ a.

Óðàâíåíèåòî a2 = c + a èìà äâà êîðåíà. Åäèíÿò å îòðèöàòåëåí è ñïîðåä Ëåìà 2.1 íå
ìîæå äà å ãðàíèöà íà ðàçãëåæäàíàòà ðåäèöà, çàùîòî ðàçãëåæäàíàòà ðåäèöà ñå ñúñòîè îò
ïîëîæèòåëíè ÷ëåíîâå. Òîãàâà îñòàâà

√
4c+ 1 + 1

2
= a = lim

n→∞
xn
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Îò Ïðèìåð 2.27 ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà x1 =
√

2, x2 =
√

2 +
√

2, x3 =

√
2 +

√
2 +
√

2, . . .
èìà ãðàíèöà 2.

Ùå äåôèíèðàìå ïðîöåäóðà â Maple, êîÿòî äà ïðåñìÿòà ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà îò
Ïðèìåð 2.27 çà c = 2. È ùå ïðåñìåòíåì åäèí åëåìåíò íà ðåäèöàòà, íàïðèìåð a6.
f := proc(a)

if a > 1 then
√

2 + thisproc(a− 1)

else
√

2
end if

end proc;
f(6); evalf(f(6));

proc (a)
if 1 < a then sqrt(2 + thisproc(a− 1))
else sqrt(2)
end if
end proc√√√√√2 +

√√√√
2 +

√
2 +

√
2 +

√
2 +
√

2

1.999397637
Ùå âèçóàëèçèðàìå ñ ïîìîùòà íà Maple ðåäèöàòà îò Ïðèìåð 2.27 âúðõó äåêàðòîâàòà ðàâ-
íèíà çà c = 2.
with(plots) :
pointplot([seq([n, f(n)], n = 1..30)], color = [red]);

Ôèãóðà 21: Ðåäèöàòà xn =
√

2 +
√
xn−1

Çàäà÷è

1) Äîêàæåòå, ÷å

à) lim
n→∞

qn = 0, çà âñÿêî 0 < q < 1; á) lim
n→∞

n!

2n2 = 0; â) lim
n→∞

n

2
√
n

= 0.
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2) Äà ñå èçñëåäâàò çà ñõîäèìîñò ðåäèöèòå è äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå èì, êîãàòî ñà ñõîäÿùè:

à) a1 = −3, an+1 = 1 +
6

an
; á) a1 = − 7

13
, an+1 =

1 + an
2an

;

â) a1 = 1, an+1 =
1

1 + an
; ã) a1 = 1, an+1 =

2a2
n + an + 6

an + 6
.

2.7 Ïîäðåäèöè

Îïðåäåëåíèå 2.5 Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1,
àêî çà âñÿêî ε > 0 èíòåðâàëúò (a− ε, a+ ε) ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà.

Ïðèìåð 2.28 Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà {an}∞n=1, êúäåòî a2n−1 = n çà n ∈ N è a2n =
1

n
.

Òàçè ðåäèöà èìà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå 0.

Òâúðäåíèå 2.6 Àêî ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà a, òî a å åäèíñòâåíà òî÷êà
íà ñãúñòÿâàíå çà {an}∞n=1.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàèñòèíà, àêî limn→∞ an = a, òî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò ñàìî êðàåí
áðîé ÷ëåíîâå an 6∈ (a− ε, a+ ε).

Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà è äðóãà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå b çà ðåäèöàòà {an}∞n=1. Áåç
äà ñå îãðàíè÷àâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å a > b. Èçáèðàìå
ε = (a−b)/2. Òîãàâà îò limn→∞ an = a ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàN ∈ N, òàêà ÷å an ∈ (a−ε, a+ε)
çà âñÿêî n ≥ N è ñëåäîâàòåëíî â èíòåðâàëà (b− ε, b+ ε) èìà ñàìî êðàåí áðîé ÷ëåíîâå íà
ðåäèöàòà {an}∞n=1. �

Îïðåäåëåíèå 2.6 Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà {an}∞n=1 è ñòðîãî ðàñòÿùàòà ðåäèöà îò åñòåñ-
òâåíè ÷èñëà {nk}∞k=1. Òîãàâà ðåäèöàòà {ank}∞k=1 íàðè÷àìå ïîäðåäèöà íà {an}∞n=1.

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò Ïðèìåð 2.28 è ðåäèöàòà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà {2k}∞k=1.
Òîãàâà ïîäðåäèöàòà {a2k}∞k=1, îòãîâàðÿùà íà {2k}∞k=1 e

1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . , 1/k, . . .

Òâúðäåíèå 2.7 Àêî ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà a, òî è âñÿêà íåéíà ïîäðåäèöà
å ñõîäÿùà ñ ãðàíèöà a.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {ank}∞k=1 å ïðîèçâîëíà ïîäðåäèöà è ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà îò
limn→∞ an = a ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å an ∈ (a − ε, a + ε) çà âñÿêî n ≥ N .
Èçáèðàìå k0 òàêà, ÷å nk0 ≥ N è òîãàâà çà âñÿêî k ≥ k0 å èçïúëíåíî ank ∈ (a− ε, a+ ε). �
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Òâúðäåíèå 2.8 Àêî a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1, òî ñúùåñòâóâà ïîä-
ðåäèöà {ank}∞k=1 òàêàâà, ÷å limk→∞ ank = a.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò óñëîâèåòî, ÷å a å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1 ñëåäâà, ÷å
çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò áåçðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà â èíòåðâàëà (a − ε, a + ε).
Íåêà èçáåðåì ε = 1 è ïðîèçâîëåí íîìåð n1, òàêà ÷å an1 ∈ (a−1, a+1). Ñëåä òîâà èçáèðàìå
ε = 1/2 è íîìåð n2 > n1, òàêà ÷å an2 ∈ (a − 1/2, a + 1/2). Àêî ñìå èçáðàëè ank−1

, òî
èçáèðàìå ε = 1/k è nk > nk−1, òàêà ÷å ank ∈ (a − 1/k, a + 1/k). Òîçè èçáîð å âúçìîæåí,
çàùîòî èíòåðâàëúò (a−1/k, a+1/k) ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1.

Ïî ïîñòðîåíèå ïîäðåäèöàòà {ank}∞k=1 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî |anm−a| < 1/k çà âñÿêî
k ∈ N è âñè÷êè m ≥ k. �

Òâúðäåíèå 2.9 Ãðàíèöàòà íà âñÿêà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 å òî÷êà íà
ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà {an}∞n=1.

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî {ank}∞k=1 èìà çà ãðàíèöà ÷èñëîòî a, òî âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà a ñå
ñúäúðæàò âñè÷êè ÷ëåíîâå íà ïîäðåäèöàòà {ank}∞k=1, çàïî÷âàéêè îò äàäåíî ìÿñòî íàòàòúê
è ñëåäîâàòåëíî ñå ñúäúðæàò áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1. �

Ïðèìåð 2.29 Íàìåðåòå âñè÷êè òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí

an = 1 + 2.(−1)n+1 + 3.(−1)
n(n−1)

2 .

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å

(−1)n+1 = (1,−1, 1,−1, 1,−1, . . .)

è
(−1)

n(n−1)
2 = (1,−1,−1, 1, 1,−1,−1, 1, . . .).

Ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà ðàçãëåäàìå n = 4k + p çà p = 0, 1, 2, 3. Òîãàâà

a4k+1 = 1 + 2.(−1)4k+2 + 3.(−1)
(4k+1)4k

2 = 6

a4k+2 = 1 + 2.(−1)4k+3 + 3.(−1)
(4k+2)(4k+1)

2 = −4

a4k+3 = 1 + 2.(−1)4k+4 + 3.(−1)
(4k+3)(4k+2)

2 = 0

a4k+4 = 1 + 2.(−1)4k+5 + 3.(−1)
(4k+4)(4k+3)

2 = 2.

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {an}∞n=1 èìà ÷åòèðè òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå 6, −4, 0 è 2.

Òåîðåìà 2.2 (Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ) Âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà èìà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà.

43



Äîêàçàòåëñòâî: Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å âñÿêà îãðàíè÷åíà ðåäèöà èìà ïîíå åäíà
òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Íåêà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà ðåäèöà è íåêà an ∈ [x1, y1] çà âñÿêî n ∈ N.
Ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà íà äâå ðàâíè ÷àñòè

[
x1,

y1−x1

2

]
è
[
y1−x1

2
, y1

]
. Ïîíå åäèíèÿò îò èíòåðâà-

ëèòå ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà è íåêà ãî îçíà÷èì ñ [x2, y2]. Ðàçäåëÿìå
ïîëó÷åíèÿò èíòåðâàë îòíîâî íà äâå ðàâíè ÷àñòè

[
x2,

y2−x2

2

]
è
[
y2−x2

2
, y2

]
. Ïîíå åäèíèÿò îò

èíòåðâàëèòå ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà è íåêà ãî îçíà÷èì ñ [x3, y3].
Ïðîäúëæàâàìå òàçè ïðîöåäóðà ïî èíäóêöèÿ è ïîëó÷àâàìå ðåäèöàòà îò èíòåðâàëè [xn, yn],
n ∈ N. Ïî ïîñòðîåíèå å â ñèëà

[x1, y1] ⊃ [x2, y2] ⊃ [x3, y3] ⊃ . . . ⊃ [xn, yn] ⊃ [xn+1, yn+1] ⊃ . . .

è

yn+1 − xn+1 =
1

2
(yn − xn) = . . . =

1

2n−1
(y1 − x1).

Î÷åâèäíî â ñèëà ñà íåðàâåíñòâàòà x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn ≤ xn+1 ≤ . . . ≤ y1 è y1 ≥ y2 ≥
. . . ≥ yn ≥ yn+1 ≥ . . . ≥ x1 è ñëåäîâàòåëíî ðåäèöèòå {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1 ñà ìîíîòîííè è
îãðàíè÷åíè. Íåêà limn→∞ xn = x è limn→∞ yn = y. Îò ðàâåíñòâîòî x − y = limn→∞(yn+1 −
xn+1) = limn→∞

(
1

2n−1 (y1 − x1)
)
ñëåäâà, ÷å x = y. Ùå ïîêàæåì, ÷å òî÷êàòà x å òî÷êà íà

ñãúñòÿâàíå çà ðåäèöàòà an.
Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Îò limn→∞ xn = limn→∞ yn = x ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà

N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî xn, yn ∈ (x−ε, x+ε), ò.å. [xn, yn] ⊂ (x−ε, x+ε).
Ñëåäîâàòåëíî èíòåðâàëúò (x−ε, x+ε) ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1.
�

Ôèãóðà 22: Bernard
Placidus Johann
Nepomuk Bolzano

Áîëöàíî (1781�1848) å ðîäåí â Ïðàãà, â ñåìåéñòâî íà íàáîæíè
êàòîëèöè. Ñàìî òîé è îùå åäíî îò äâàíàäåñåòòå èì äåöà äîæèâÿ-
âàò äî çðÿëà âúçðàñò. Ïðåç 1796 âëèçà â Ïðàæêèÿ óíèâåðñèòåò, êúäå-
òî ó÷è ìàòåìàòèêà, ôèëîñîôèÿ è ôèçèêà. Çàïî÷âà äà èçó÷àâà òåîëî-
ãèÿ ïðåç 1800 è ÷åòèðè ãîäèíè ïî-êúñíî ñòàâà êàòîëè÷åñêè ñâåùåíèê.
Ïðåç 1805 å íàçíà÷åí íà íîâîñúçäàäåíîòî ìÿñòî ïî ôèëîñîôèÿ íà ðå-
ëèãèÿòà. Àêòèâíî ñå ïðîòèâîïîñòàâÿ íà ìíîæåñòâî ïðåïîäàâàòåëè
è öúðêîâíè ëèäåðè ñ èäåèòå ñè çà ñîöèàëíèòå âðåäè îò âîéíàòà è íåé-
íàòà íåïîòðåáíîñò. Çàðàäè íåæåëàíèåòî äà ñå îòêàæå îò òåçè ñè
èäåè, Áîëöàíî å ïðîïúäåí îò óíèâåðñèòåòà ïðåç 1819. Òîé ñå óåäèíÿâà
â ïðîâèíöèÿòà, êúäåòî ñå ïîñâåùàâà íà ñâîèòå òðóäîâå íà ñîöèàëíà,
ðåëèãèîçíà, ôèëîñîôñêà è ìàòåìàòè÷åñêà òåìàòèêà. Âúïðåêè, ÷å ìó
å çàáðàíåíî äà ïóáëèêóâà â ïîïóëÿðíèòå æóðíàëè ñëåä íàïóñêàíåòî íà
óíèâåðñèòåòà, òîé ïðîäúëæàâà äà ðàçâèâà è ïóáëèêóâà ñâîèòå èäåè
ñàìîñòîÿòåëíî èëè â ìàëêî èçâåñòíè èçòî÷íî-åâðîïåéñêè æóðíàëè.
Ïðàâè ïúðâîòî àíàëèòè÷íî äàêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà çà ñðåäíè-
òå ñòîéíîñòè. Òåîðåìàòà íà Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ å äîêàçàíà îò Âàéåðùðàñ íåçàâèñèìî, ãîäèíè
ñëåä Áîëöàíî. Ïúðâîíà÷àëíî å èçâåñòíà êàòî Òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ. Òàêà äî ìîìåíòà, êîãà-
òî å îòêðèòà ðàáîòîòà íà Áîëöàíî. Ïðåç 1842 Áîëöàíî ñå çàâðúùà â Ïðàãà, êúäåòî óìèðà ïðåç
1848.
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Çàäà÷è

1) Íàìåðåòå âñè÷êè òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå íà ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí

à) an = (−1)n+1

(
2 +

3

n

)
; á) an = 1 +

n

n+ 1
cos

πn

2
; â) an =

(
1 +

1

n

)n
.(−1)n + sin

πn

4
;

ã) an =
n
√

1 + 2n.(−1)n ;

2.8 Êðèòåðèè çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöè

Òåîðåìà 2.3 Åäíà ðåäèöà å ñõîäÿùà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å îãðàíè÷åíà è èìà
åäíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà ðåäèöà ñ åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå a.
Ùå äîêàæåì, ÷å limn→∞ an = a. Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò
áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà {an}∞n=1 èçâúí èíòåðâàëà (a − ε, a + ε). Îò îãðàíè÷å-
íîñòòà íà ðåäèöàòà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà C, òàêà ÷å |an| ≤ C å èçïúëíåíî çà âñÿêî n ∈ N.
Îò äîïóñêàíåòî ñëåäâà, ÷å ïîíå åäèíèÿò îò èíòåðâàëèòå [−C, a− ε] èëè [a+ ε, C] ñúäúðæà
áåçáðîé ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2 ñëåäâà, ÷å â ïîíå åäèíèÿ îò
èíòåðâàëèòå [−C, a− ε] èëè [a + ε, C] ðåäèöàòà èìà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Òàêà ñòèãíàõìå
äî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî, ÷å ðåäèöàòà èìà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. Ñëåäîâà-
òåëíî èçâúí èíòåðâàëà (a− ε, a+ ε) èìà ñàìî êðàåí áðîé òî÷êè. Îò ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà
ε > 0 ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà.

Îáðàòíî, àêî limn→∞ an = a, òî ñïîðåä Òâúðäåíèå 2.3 ðåäèöàòà å îãðàíè÷åíà è ñúã-
ëàñíî Òâúðäåíèå 2.6 èìà åäèíñòâåíà òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå. �

Îïðåäåëåíèå 2.7 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ðåäèöà íà Êîøè, àêî çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñåêè äâå n,m ≥ N èìàìå |an − am| < ε.

Ôèãóðà 23: Augustin
Louis Cauchy

Îãþñòåí Ëóè Êîøè (1789�1857) å ôðåíñêè ìàòåìàòèê. Ïúðâè
ó÷èòåë íà Îãþñòåí Êîøè å áèë áàùà ìó, êîéòî çàíèìàâà ñèíà ñè
ñ èñòîðèÿ è äðåâíè åçèöè è ãî êàðà äà èçó÷àâà àíòè÷íèòå àâòîðè â
îðèãèíàë. Ïðåç 1802 ã. Êîøè ïîñòúïâà â l'Ecole Centrale du Pantheon â
Ïàðèæ, êúäåòî å èçó÷àâàë ãëàâíî äðåâíèòå åçèöè. À ïðåç 1805 ã. ïîñ-
òúïâà â Ecole Polytechnique è â l'Ecole Nationale des Ponts et Chaussees
ïðåç 1807. Äèïëîìèðà ñå êàòî èíæåíåð è îòèâà äà ðàáèòè â Cherbourg
ïðåç 1810. Ïðåç 1813 ñå âðúùà â Ïàðèæ è ïî íàñòîÿâàíå íà Lagrange
è Laplace çàïî÷âà äà ñå çàíèìàâà ñ ìàòåìàòèêà. Ïðåç 1816 ã. å ïðè-
åò çà ÷ëåí íà Ïàðèæêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå è ïðåïîäàâà â Ecole
Polytechnique äî 1830, êîãàòî íàïóñêà, â çíàê íà ïðîòåñò ñ íîâîïðèå-
òèÿ çàêîí, äà ñå äàâà êëåòâà çà âÿðíîñò êúì ïðàâèòåëñòâîòî. Ðàáî-
òè â Øâåéöàðèÿ, Êðàëñòâî Ñàðäèíèÿ. Ïðåç 1838 îòêàçâà ïðåäëîæå-
íàòà ìó ïîçèöèÿ íà ðåêòîð íà College de France â çíàê íà ïðîòåñò

45



ñúñ çàêîíà, äà ñå äàâà êëåòâà çà âÿðíîñò êúì ïðàâèòåëñòâîòî. Âðúùà ñå íà ðàáîòà â Ecole
Polytechnique ïðåç 1848, ÷àê êîãàòî çàêîíúò å îòìåíåí. Óìèðà ïðåç 1857.

Íåäîñòàòúêúò íà îïðåäåëåíèåòî çà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâà ðåäèöà å, ÷å òðÿáâà äà ñå
çíàå ãðàíèöàòà �è, çà äà ñå ïðèëîæè îïðåäåëåíèåòî. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà êðèòåðèé
çà èçñëåäâàíå íà ñõîäèìîñò ñàìî ÷ðåç ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà.

Òåîðåìà 2.4 Åäíà ðåäèöà å ñõîäÿùà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å ðåäèöà íà Êîøè.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà limn→∞ an = a è ε > 0 å èçáðàíî ïðîèçâîëíî. Îò ñõîäèìîñòòà
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å |an − a| < ε/2 çà âñÿêî n ≥ N . Òîãàâà çà âñåêè
n,m ≥ N å èçïúëíåíî:

|an − am| = |an − a+ a− am| ≤ |an − a|+ |a− am| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

ò.å. ðåäèöàòà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè.
Íåêà ñåãà ðåäèöàòà {an}∞n=1 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè. Ïúðâî ùå äîêàæåì,

÷å òÿ å îãðàíè÷åíà.
Èçáèðàìå ε = 1. ÑúùåñòâóâàN ∈ N, òàêà ÷å çà âñeêè n,m ≥ N å èçïúëíåíî |an−am| <

ε, ò.å.
aN − 1 < am < aN + 1

çà âñÿêî m ≥ N . Ïîëàãàìå M = max{|a1|, |a2|, . . . , |aN−1|, |aN − 1|, |aN + 1|} è ïîëó÷àâàìå,
÷å |an| ≤M çà âñÿêî n ∈ N.

Îò Òåîðåìà 2.2 ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 èìà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà limk→∞ ank = a.
Ùå ïîêàæåì, ÷å limn→∞ an = a.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å |an− am| < ε/2 çà âñåêè n,m ≥
N . Îò ñõîäèìîñòòà íà ïîäðåäèöàòà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà k0 ∈ N, òàêà ÷å |ank − a| < ε/2
çà âñÿêî k ≥ k0. Èçáèðàìå k ∈ N, òàêà ÷å nk > N è ãî ôèêñèðàìå. Òîãàâà

|an − a| = |an − ank + ank − a| ≤ |an − ank |+ |ank − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

�

Ïðèìåð 2.30 Ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí an =
n∑
k=1

1

k
å ðàçõîäÿùà.

Äîñòàòú÷íî å äà ïðîâåðèì, ÷å ðåäèöàòà íå óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè. Íàèñ-
òèíà îò

|a2n − an| =
2n∑

k=n+1

1

k
> n.

1

2n
=

1

2

ñëåäâà, ÷å çà ε < 1/2 óñëîâèåòî íà Êîøè íå å èçïúëíåíî.
Íåêà îòáåëåæèì, ÷å |an − an+1| = 1

n+1
, ò.å. ðàçëèêàòà ìåæäó äâà ñúñåäíè ÷ëåíà íà

ðåäèöàòà êëîíè êúì íóëà. Âúïðåêè òîâà ðåäèöàòà íå å ñõîäÿùà.
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Ïðèìåð 2.31 Ðåäèöàòà ñ îáù ÷ëåí an =
n∑
k=1

sin k

k2
å ñõîäÿùà.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà

|an+p − an| =

∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

sin k

k2

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

1

k2

∣∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

1

k(k − 1)

∣∣∣∣∣∣
=

( p∑
k=1

1

n+ k − 1
− 1

n+ k

)
=

1

n
− 1

n+ p
<

1

n
,

êúäåòî èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî 1
k(k−1)

= 1
k−1
− 1

k
. Ñëåäîâàòåëíî, àêî èçáåðåì N ∈ N, òàêà

÷å N > 1/ε òî çà âñÿêî n ≥ N ùå áúäå èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |an+p − an| < 1
n
< ε.

Çàäà÷è

1) Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöèòå ñà ñõîäÿùè ñ êðèòåðèÿ íà Êîøè

à) an =
n∑
k=1

1

k!
; á) an =

n∑
k=1

αkq
k, q ∈ (0, 1), |αk| ≤M ; â) an =

cos(nπ)− 1

2n
; ã) an =

n∑
k=1

sin k

2k
.

2) Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöèòå ñà ðàçõîäÿùè ñ êðèòåðèÿ íà Êîøè

à) an =
n∑
k=1

1√
k
; á) an =

n∑
k=1

k

(k + 1)2
; â) an =

(
1 +

(−1)n

n

)n
;

ã) an =
cos(nπ)− 1

2
; å) an =

(
1

2

)(−1)n.n

.

2.9 Áåçêðàéíî ìàëêè è áåçêðàéíî ãîëåìè ðåäèöè

Îïðåäåëåíèå 2.8 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å áåçêðàéíî ìàëêà, àêî limn→∞ an = 0.

Ïðèìåð 2.32 Àêî limn→∞ an = a, òî ðåäèöàòà {an − a}∞n=1 å áåçêðàéíî ìàëêà.

Ìîæåì äà äàäåì ñëåäíîòî îïðåäåëåíèå çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà:

Îïðåäåëåíèå 2.9 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ñõîäÿùà, àêî ñúùåñòâóâà a, òàêà ÷å
ðåäèöàòà {an − a}∞n=1 å áåçêðàéíî ìàëêà.

Îïðåäåëåíèå 2.10 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 êëîíè êúì +∞, àêî çà âñÿêî M > 0
ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å an > M çà âñÿêî n ≥ N .

Îïðåäåëåíèå 2.11 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 êëîíè êúì −∞, àêî çà âñÿêî M < 0
ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å an < M çà âñÿêî n ≥ N .
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Îïðåäåëåíèå 2.12 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å áåçêðàéíî ãîëÿìà, àêî limn→∞ |an| =
+∞.

Ïðèìåð 2.33 Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà an = n2. Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà an å áåçêðàéíî
ãîëÿìà è ïîïúëíåòå òàáëèöàòà:

M 10 50 100 200 1000 3000 10000
N

Íåêà M > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Òðÿáâà äà èçáåðåì N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî
n ≥ N äà áúäå èçïúëíåíî n2 > M . Ñëåäîâàòåëíî, àêî èçáåðåì N = [

√
M ] + 1, òî ùå áúäå

èçïúëíåíî n2 > M çà âñÿêî n ≥ N .
A := [10, 50, 100, 200, 1000, 3000, 10000];
s := numelems(A) :
for i from 1 to s do B[i] := solve({n > 0, n2 = A[i]}, n) end do;

[10, 50, 100, 200, 1000, 3000, 10000]

{n =
√

10}
{n = 5

√
2}

{n = 10}
{n = 10

√
2}

{n = 10
√

10}
{n = 10

√
30}

{n = 100}
Êîìàíäàòà floor â Maple äàâà öÿëà ÷àñò îò ÷èñëî.

seq(floor(eval(n,B[i])) + 1, i = 1..s);
4, 8, 11, 15, 32, 55, 101

M 10 50 100 200 1000 3000 10000
N 4 8 11 15 32 55 101

Ïðèìåð 2.34 Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà bn =
1

log2(n(n+ 1))
. Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà bn å

áåçêðàéíî ìàëêà è ïîïúëíåòå òàáëèöàòà:

ε 0.5 0.2 0.1 0.05 0.02 0.01 0.005 0.002 0.001
N

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Òðÿáâà äà èçáåðåì N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N

äà áúäå èçïúëíåíî
1

log2(n(n+ 1))
< ε. Ñëåäîâàòåëíî àêî èçáåðåì N =

[
21/2ε

]
+ 1, òî ùå

áúäå èçïúëíåíî
1

log2(n(n+ 1))
< ε çà âñÿêî n ≥ N .
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A := [0.5, 0.2, 0.1, 0.05, 0.02, 0.01, 0.005, 0.002, 0.001]; s := numelems(A) :

for ifrom 1 to s do B[i] := solve

({
n > 0,

1

2 · log2(n)
= A[i]

}
, n

)
end do;

[0.5, 0.2, 0.1, 0.05, 0.02, 0.01, 0.005, 0.002, 0.001]
{n = 2}
{n = 5.656854248}
{n = 32}
{n = 1024}
{n = 3.355443.107}
{n = 1.125899907.1015}
{n = 1.26765060.1030}
{n = 1.80925139.1075}
{n = 3.273390608.10150}
for i from 1 to s do floor(eval(n,B[i])) + 1 end do;

3
6
33

1025
33554433

1125899907000001
1.125899907.1015 + 1

1.267650600000000.1030 + 1
1.80925139.1075 + 1

33.273390608000000.10150 + 1

Òâúðäåíèå 2.10 Íåêà {an}∞n=1 å ðåäèöà îò ïîëîæèòåëíè ÷èñëà. Òîãàâà:

1) Àêî limn→∞ an = 0, òî limn→∞
1

an
= +∞;

2) Àêî limn→∞ an = +∞, òî limn→∞
1

an
= 0

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà limn→∞ an = 0. Ùå ïîêàæåì, ÷å çà ïðîèçâîëíîM > 0 ñúùåñòâóâà
N ∈ N, òàêà ÷å 1

an
> M çà âñÿêî n ≥ N. Çà ïðîèçâîëíî M > 0, íåêà ïîëîæèì ε = 1/M .

Îò limn→∞ an = 0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî
0 < an < ε = 1/M , ò.å. an > M .

2) Íåêà limn→∞ an = +∞. Íåêà ε > 0. Ïîëàãàìå M =
1

ε
. Ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å

an > M çà âñÿêî n ≥ N è ñëåäîâàòåëíî 0 <
1

an
<

1

M
= ε. �
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Ïðèìåð 2.35 Çà âñÿêî a ≥ 0 å â ñèëà limn→∞ a
n =


+∞, a > 1

1, a = 1
0, 0 ≤ a < 1

.

Íåêà a > 1 è M > 0 ñà ïðîèçâîëíè. Â ñèëà å ïðåäñòàâÿíåòî:

an = [1 + (a− 1)]n = 1 +

(
n

1

)
(a− 1) +

(
n

2

)
(a− 1)2 + · · ·+

(
n

n

)
(a− 1)n > n(a− 1).

Òîãàâà çà âñÿêî n >
M

a− 1
å èçïúëíåíî an > n(a− 1) > M , ò.å. limn→∞ a

n = +∞.

Íåêà 0 < a < 1. Äà ïîëîæèì b = 1/a > 1. Òîãàâà limn→∞ b
n = +∞ è ñúãëàñíî

Òâúðäåíèå 2.10 ïîëó÷àâàìå limn→∞ a
n = limn→∞

1
(1/a)n

= 0.
Çà a = 1 è a = 0 òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî.

Ïðèìåð 2.36 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
n→∞

2n + 3n+1

3n − 2n−1

Îò ðàâåíñòâàòà

2n + 3n+1

3n − 2n−1
=

3n
((

2

3

)n
+ 3

)
3n
(

1− 1

2

(
2

3

)n)
è Ïðèìåð 2.35 ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

2n + 3n+1

3n − 2n−1
= lim

n→∞

(
2

3

)n
+ 3

1− 1

2

(
2

3

)n = 3.

limit

(
2n + 3n+1

3n − 2n−1
, n = infinity

)
;

3

Ïðèìåð 2.37 Çà âñÿêî a > 0 å â ñèëà limn→∞
n
√
a = 1

1) Íåêà a ≥ 1. Òîãàâà n
√
a ≥ 1. Ïîëàãàìå n

√
a = 1 + εn, εn ≥ 0. Ïîëó÷àâàìå a =

(1 + εn)n ≥ 1 + nεn è ñëåäîâàòåëíî 0 ≤ εn ≤
a− 1

n
. Òîãàâà limn→∞ εn = 0.

2) Íåêà 0 < a < 1. Ïîëàãàìå b = n

√
1/a è îò ðàâåíñòâîòî n

√
a =

1
n

√
1/a

ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

n
√
a =

1

limn→∞
n

√
1/a

= 1.
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Òâúðäåíèå 2.11 Íåêà {an}∞n=1 å ðåäèöà îò îòðèöàòåëíè ÷èñëà. Òîãàâà:

1) Àêî limn→∞ an = 0, òî limn→∞
1

an
= −∞;

2) Àêî limn→∞ an = −∞, òî limn→∞
1

an
= 0.

Ñëåäñòâèå 2.2 Íåêà {an}∞n=1 å ðåäèöà îò ÷èñëà. Ðåäèöàòà {an}∞n=1 å áåçêðàéíî ãîëÿìà

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ðåäèöàòà
{

1

an

}∞
n=1

å áåçêðàéíî ìàëêà.

Ïðèìåð 2.38 Äîêàæåòå, ÷å limn→∞
an

nk
= 0 çà âñÿêî a > 1 è k > 0

Ïðèìåð 2.39 Äîêàæåòå, ÷å limn→∞
n
√
n = 1

ßñíî å, ÷å n
√
n ≥ 1. Íåêà ïîëîæèì n

√
n = 1 + λ, êúäåòî λ > 0. Ñúãëàñíî Íþòîíîâèÿ

áèíîì

n = (1 + λ)n = 1 + nλ+
n(n− 1)

2
λ2 + . . .+ λn >

n(n− 1)

2
λ2.

Çà n > 2 å âÿðíî íåðàâåíñòâîòî n− 1 > n/2 è òàêà ïîëó÷àâàìå

n > λ2n
2

4
= ( n
√
n− 1)2n

2

4
.

Ñëåäîâàòåëíî 0 < n
√
n−1 < 2√

n
è ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå, ÷å lim

n→∞

(
n
√
n− 1

)
= 0.

Çàäà÷è:

1) Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ðåäèöè ñà áåçêðàéíî ãîëåìè è ïîïúëíåòå òàáëèöàòà

M 10 50 100 200 1000 3000 10000
N

à) an = n
√

2; á) n = (−1)n.n; â) an = log2(log2(n)); ã) an =
n!

5n
; ä) an =

1
n
√

2− 1
.

2) Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ðåäèöè ñà áåçêðàéíî ìàëêè è ïîïúëíåòå òàáëèöàòà

ε 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001 0.00001
N

à) an =
1

n!
; á) an =

n. log2(n)

2n
; â) an =

log2(n)

n2
; ã) an =

n2 − 1

n3
; ä) an =

2n+ 7

n2
.

3) Ïîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà an = n(−1)n å íåîãðàíè÷åíà, íî íå å áåçêðàéíî ãîëÿìà.

4) Äà ñå îïðåäåëè çà êîè x ∈ R ðåäèöàòà an =
(
x

2

)n
+

1

xn
å îãðàíè÷åíà.
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5) Äîêàæåòå, ÷å limn→∞
n
√
n! = +∞.

6) Äà ñå íàìåðÿò ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

4n + 3.5n

5n
; á) lim

n→∞

7.6n − 2.3n

5.6n − 2n
; â) lim

n→∞

2n+1 − 2.3n−1

3n+1 − 2n
;

ã) lim
n→∞

2n + 3n + 4n

3n + 5.4n
; ä) lim

n→∞

7.3n − 2.5n

5.2n − 4n + 5n
.

2.10 Íåîïðåäåëåíè èçðàçè

Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöèòå an = 1/n2 è bn = 1/n. Äâåòå ðåäèöè ñà ñõîäÿùè êúì 0, çàòîâà íå
ìîæåì äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 2.4 çà ãðàíèöà íà ÷àñòíî. Ëåñíî ñå âèæäà îáà÷å, ÷å an/bn =
1/n è ñëåäîâàòåëíî limn→∞ an/bn = 0 è limn→∞ bn/an = +∞. Â òîçè ñëó÷àé çàáåëÿçâàìå, ÷å
àêî çíàåì ñàìî ãðàíèöèòå íà ðåäèöèòå, áåç äà çíàåì ñàìèòå ðåäèöè íå ìîæåì äà îïðåäåëèì
íà êîëêî å ðàâíà ãðàíèöàòà íà òÿõíîòî ÷àñòíî. Â ñëó÷àè, êîãàòî íå ìîæåì äà îïðåäåëèì
ãðàíèöàòà íà èçðàç, ñàìî ïî ãðàíè÷íèòå ñòîéíîñòè íà ó÷àñòâàùèòå ðåäèöè, êàçâàìå ÷å
èìàìå íåîïðåäåëåí èçðàç èëè íåîïðåäåëåíîñò. Â òåçè ñëó÷àè ãîâîðèì çà íåîïðåäåëåíîñò

îò âèäà
[
0

0

]
.

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöèòå xn = (2 + (−1)n)n è yn = n. Òîãàâà limn→∞ xn/yn íå ñúùåñò-

âóâà. Â òåçè ñëó÷àè ãîâîðèì çà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[∞
∞

]
.

Äðóã âèä íåîïðåäåëåíîñò, êîéòî ñå ïîÿâÿâà, ùå èëþñòðèðàìå ñúñ ñëåäíèÿ ïðèìåð:

àêî xn =
1

n2
è yn = n, çà limn→∞ xnyn èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà [0.∞].

Àêî ðàçãëåäàìå xn =
√
n+ 1 è yn =

√
n, òîãàâà çà ãðàíèöàòà limn→∞(xn − yn) èìàìå

íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà [∞−∞].

Ïðèìåð 2.40 Íàìåðåòå ãðàíèöèòå
à) limn→∞(

√
n+ 1−

√
n);

á) limn→∞ n(
√
n+ 1−

√
n);

â) limn→∞
√
n(
√
n+ 1−

√
n).

Ðåøåíèå: Îò ðàâåíñòâàòà

√
n+ 1−

√
n =

(
√
n+ 1−

√
n)(
√
n+ 1 +

√
n)√

n+ 1 +
√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n

=
1

n1/2
(√

1 + 1
n

+ 1
)

ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n) = lim

n→∞

1

n1/2
(√

1 + 1
n

+ 1
) = 0,

lim
n→∞

n(
√
n+ 1−

√
n) = lim

n→∞
n

1

n1/2
(√

1 + 1
n

+ 1
) =∞
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è

lim
n→∞

√
n(
√
n+ 1−

√
n) = lim

n→∞

√
n

1

n1/2
(√

1 + 1
n

+ 1
) =

1

2

limn→∞(
√
n+ 1−

√
n);

0;
limn→∞

(
n
(√

n+ 1−
√
n
))

;
∞;
limn→∞

(√
n
(√

n+ 1−
√
n
))

;
1

2
.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

√
n√

n+ 1 +
√
n
; á) lim

n→∞

√
n2 + 4n

3
√
n3 − 3n2

; â) lim
n→∞

(
3
√

1− n3 + n
)
;

ã) lim
n→∞

√
n

√2 +
3

n
−
√

1− 1

n

; ä) lim
n→∞

(
3
√
n2 − n3 + n

)
; å) lim

n→∞

(
3

√
(n+ 1)2 − 3

√
(n− 1)2

)
;

2.11 Îïðåäåëåíèå íà ÷èñëîòî e

Òâúðäåíèå 2.12 Ðåäèöàòà {an}∞n=1, êúäåòî an =
(

1 +
1

n

)n
, n ∈ N å ðàñòÿùà è îãðàíè-

÷åíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà:

an =
(

1 +
1

n

)n
= 1 +

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+ · · ·+

(
n

k

)
1

nk
+ · · ·+

(
n

n

)
1

nn

= 1 +
n∑
k=1

n . . . (n− k + 1)

k!

1

nk
= 1 + 1 +

n∑
k=2

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)

è àíàëîãè÷íî

an+1 = 1 + 1 +
n+1∑
k=2

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
. . .

(
1− k − 1

n+ 1

)
.

Ñðàâíÿâàéêè ïî÷ëåíî èçðàçèòå, ïîëó÷åíè çà an è an+1 ïîëó÷àâàìå, ÷å k�òî ñúáèðàåìî,
ó÷àñòâàùî â an å ïî-ìàëêî îò k�òî ñúáèðàåìî, ó÷àñòâàùî â an+1 è ðàçáèðà ñå, an+1 èìà
åäíî ñúáèðàåìî ïîâå÷å îò an. Íàèñòèíà çà k = 2, 3, . . . , n å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
<

1

k!

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
. . .

(
1− k − 1

n+ 1

)
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Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ðàñòÿùà.
Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâàòà:

an < 1 + 1 +
n∑
k=2

1

k!
< 1 + 1 +

n∑
k=2

1

2k−1
< 3.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å îãðàíè÷åíà. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.1 ðåäèöàòà {an}∞n=1

å ñõîäÿùà. �

Ãðàíèöàòà limn→∞

(
1 +

1

n

)n
îçíà÷àâàìå ñ e è ñå íàðè÷à íåïåðîâî ÷èñëî. Îçíà÷åíèåòî

e å âúâåäåíî îò Îéëåð. Íàðè÷à ñå ½íåïåðîâî ÷èñëî� íà èìåòî íà Íåïåð, êîéòî èçñëåäâà
ëîãàðèòìè ñ îñíîâà áëèçêà äî ÷èñëîòî e. Òî ïðèáëèçèòåëíî å ðàâíî íà 2.71828182846. Ñ
ïîìîùòà íà Maple äà çàïèøåì íÿêîëêî ïðèáëèæåíè ñòîéíîñòè íà e

evalf

(
seq

((
1 +

1

10i+ 1

)10i+1

, i = 0..12

)
, 5

)
;

2, 2.6042, 2.6563, 2.6757, 2.6859, 2.6921, 2.6963, 2.6994, 2.7017, 2.7035, 2.7049, 2.7061, 2.7071

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåäèöàòà an =
(

1 +
1

n

)n
áàâíî ñå ïðèáëèæàâà êúì ãðàíèöàòà ñè

(a121 = 2.7071).

Òåîðåìà 2.5 Íåêà {an}∞n=1 å ðåäèöà, óäîâëåòâîðÿâàùà an 6= 0, an 6= −1 è limn→∞ |an| =
∞. Òîãàâà

lim
n→∞

(
1 +

1

an

)an
= e.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Ïúðâî ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî limn→∞ an = ∞. Áåç îãðàíè÷à-
âàíå íà îáùíîñòòà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å an ≥ 1.

Îçíà÷àâàìå ñ αn = [an]�íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, íåíàäìèíàâàùî an. Îò íåðàâåíñò-
âàòà αn ≤ an ≤ αn + 1 ïîëó÷àâàìå(

1 +
1

αn + 1

)αn
<
(

1 +
1

an

)an
<
(

1 +
1

αn

)αn+1

.

Ðåäèöàòà {
(
1 + 1

αn

)αn}∞n=1 å ïîäðåäèöà íà {
(
1 + 1

n

)n
}∞n=1 è ñëåäîâàòåëíî å ñõîäÿùà êúì e.

Òîãàâà îò ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

(
1 +

1

αn

)αn+1

= lim
n→∞

[(
1 +

1

αn

)αn (
1 +

1

αn

)]
= lim

n→∞

(
1 +

1

αn

)αn
lim
n→∞

(
1 +

1

αn

)
= e

è

lim
n→∞

(
1 +

1

αn + 1

)αn
= lim

n→∞

(
1 +

1

αn + 1

)αn+1

lim
n→∞

(
1 +

1

αn

)−1

= e

è îò Ëåìàòà çà äâàìàòà ïîëèöàè ñëåäâà, ÷å limn→∞
(
1 + 1

an

)an
= e.
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2) Ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî limn→∞ an = −∞. Áåç îãðàíè÷àâàíå íà îáù-
íîñòòà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å an ≤ −2.

Ïîëàãàìå bn = −an è ïîëó÷àâàìå(
1 +

1

an

)an
=
(

1− 1

bn

)−bn
=

(
bn

bn − 1

)bn
=
(

1 +
1

bn − 1

)bn
.

Èçïîëçâàéêè äîêàçàíîòî â ïúðâèÿ ñëó÷àé, ïîëó÷àâàìå limn→∞
(
1 + 1

an

)an
= e.

Íåêà ñåãà ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ïðîèçâîëíà. Ìîæåì äà ÿ ðàçáèåì íà äâå ïîäðåäèöè
{xn}∞n=1, {yn}∞n=1, ñúñòîÿùè ñå îò íåéíèòå ïîëîæèòåëíè è îòðèöàòåëíè åëåìåíòè. Äîêàçàõ-
ìå, ÷å

lim
n→∞

(
1 +

1

xn

)xn
= lim

n→∞

(
1 +

1

yn

)yn
= e.

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò N1, N2 ∈ N, òàêà ÷å∣∣∣∣(1 +
1

xn

)xn
− e

∣∣∣∣ < ε çà âñÿêî n ≥ N1

è ∣∣∣∣(1 +
1

xn

)yn
− e

∣∣∣∣ < ε çà âñÿêî n ≥ N2.

Òîãàâà çà âñÿêî N = max{N1, N2} ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣(1 +
1

an

)an
− e

∣∣∣∣ < ε çà âñÿêî n ≥ N.

�

Ñëåäñòâèå 2.3 Çà âñÿêî k ∈ Z å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n
= ek.

Ïðèìåð 2.41 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà limn→∞
(
n+2
n+1

)n−1
.

lim
n→∞

(
n+ 2

n+ 3

)n−1

= lim
n→∞

n
(
1 + 2

n

)
n
(
1 + 3

n

)
n−1

= lim
n→∞

(
1 + 2

n

)n(
1 + 3

n

)n ·

(
1 + 2

n

)
(
1 + 1

n

)
−1

=
e2

e3
=

1

e
.

Ïðèìåð 2.42 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà limn→∞
(
n2+5n+6
n2−n−2

)n−1
.

lim
n→∞

(
n2 + 5n+ 6

n2 − n− 2

)n−1

= lim
n→∞

(
(n+ 2)(n+ 3)

(n+ 1)(n− 2)

)n−1

= lim
n→∞

(
n+ 2

n+ 1

)n−1

lim
n→∞

(
n+ 3

n− 2

)n−1

= e1.e5 = e6.
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Ïðèìåð 2.43 Äîêàæåòå limn→∞
∑n
k=0

1
k!

= e.

Íåêà ïîëîæèì bn =
∑n
k=0

1
k!
. Îò íåðàâåíñòâàòà:

(
1 + 1

n

)n
< bn < 3, è bn < bn+1

ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà limn→∞ bn ≥ e. Îò äðóãà ñòðàíà çà âñÿêî m > n å â ñèëà(
1 +

1

m

)m
> 1 +

n−1∑
k=1

1

k!

(
1− 1

m

)
. . .

(
1− k

m

)
.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè m→∞ ïîëó÷àâàìå

e = lim
m→∞

(
1 +

1

m

)m
≥ 1 + lim

m→∞

n−1∑
k=1

1

k!

(
1− 1

m

)
. . .

(
1− k

m

)
= bn.

evalf
(
seq

(
1 + sum

(
1

i!
, i = 1..10 · n+ 1

)
, n = 0..12

)
, 50

)
;

2.,
2.7182818261984928651595318261984928651595318261985,
2.7182818284590452353593574317298071473772510089138,
2.7182818284590452353602874713526624938382062863353,
2.7182818284590452353602874713526624977572470937000,
2.7182818284590452353602874713526624977572470937000,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
2.7182818284590452353602874713526624977572470937000,

Äåôèíèöèÿòà íà ÷èñëîòî e îò Ïðèìåð 2.43 äàâà âúçìîæíîñò çà ïî-ëåñíîòî ìó ïðèá-
ëèæåíî ïðåñìÿòàíå. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî 0 < e− bn.

Ùå ðàçãëåäàìå ðàçëèêàòà bn+p − bn:

bn+p − bn =
n+p∑

k=n+1

1

k!

=
1

(n+ 1)!

(
1 +

1

n+ 2
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ · · ·+ 1

(n+ 2) . . . (n+ p)

)

≤ 1

(n+ 1)!

(
1 +

1

n+ 2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ 2)p−1

)

=
1

(n+ 1)!

1− 1
(n+2)p

1− 1
n+2

≤ 1

(n+ 1)!

1

1− 1
n+2

=
1

(n+ 1)!

n+ 2

n+ 1
≤ 1

n!n
.

(5)

Íåðàâåíñòâîòî (5) å èçïúëíåíî çà âñÿêî p ≥ 1 è ñëåäîâàòåëíî bn < e < bn +
1

n!n
.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêîâà ÷å
1

N !N
< ε è

ñëåäîâàòåëíî
N∑
k=0

1

k!
< e <

N∑
k=0

1

k!
+

1

N !N
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Ïðèìåð 2.44 Íàìåðåòå ñ òî÷íîñò ε = 0.001, ε = 0.00001 è ε = 0.000000001 ÷èñëîòî e.

Ùå ïðåñìåòíåì ñòîéíîñòèòå íà
1

n!n
çà n ∈ [1, 12].

for n to 12 do

evalf

(
1

factorial(n) · n

)
end do;
1
0.250000000000
0.0555555555556
0.0104166666667
0.00166666666667
0.000231481481481
0.0000283446712018
0.00000310019841270
3.0619243582210−7

2.7557319224010−8

2.2774643986810−9

1.7397297489910−10.
Ñëåäîâàòåëíî çà òî÷íîñò ε = 0.001 å íåîáõîäèìî äà âçåìåì n = 6, çà òî÷íîñò ε =

0.00001 å íåîáõîäèìî äà âçåìåì n = 8, çà òî÷íîñò ε = 0.000000001 å íåîáõîäèìî äà âçåìåì
n = 12. Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å (5) äàâà äîñòà ãðóáà îöåíêà çà ïðèáëèæåíîòî ïðåñìÿòàíå
íà e, çàùîòî çàìåíÿìå ñóìàòà â (5) ñúñ ñóìà íà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ.

2.7180 =
6∑

k=0

1

k!
< e <

6∑
k=0

1

k!
+

1

6!.6
= 2.7182

2.71827 =
8∑

k=0

1

k!
< e <

8∑
k=0

1

k!
+

1

8!.8
= 2.71828

2.7182818283 =
12∑
k=0

1

k!
< e <

12∑
k=0

1

k!
+

1

12!.12
= 2.7182818285.
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Çàäà÷è:

1. Íàìåðåòå

à) lim
n→∞

(
n− 1

n+ 1

)n+2

; á) lim
n→∞

(
n+ 4

n+ 2

)n+1

; â) lim
n→∞

(
n− 2

n+ 3

)n−2

.

2. Íàìåðåòå

à) lim
n→∞

(
n2 + 4n+ 3

n2 + 3n+ 2

)n+1

; á) lim
n→∞

(
n2 − 2n− 8

n2 + 2n− 3

)n−1

; â) lim
n→∞

(
n2 − 7n+ 12

n2 + 5n+ 6

)n+3

.

3. Íàìåðåòå ñ òî÷íîñò ε = 0.01, ε = 0.005, ε = 0.0000000001, ε = 0.00000000005 è ε =
0.00000000002 ÷èñëîòî e.
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3 Ôóíêöèè

Äî ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ ñå äîñòèãà, àêî ñå èçó÷àâàò ñòîéíîñòè, êîèòî èìàò âðúçêà ïîìåæäó
ñè. Ìîæå äà ñå ñëó÷è äâå ñòîéíîñòè äà ñà ñâúðçàíè, òàêà ÷å çà âñÿêà ñòîéíîñò íà åäèíèÿ
ïàðàìåòúð äà îòãîâàðÿ òî÷íî îïðåäåëåíà ñòîéíîñò íà äðóãèÿ ïàðàìåòúð. Ïðè íàëè÷èå
íà òàêàâà çàâèñèìîñò êàçâàìå, ÷å âòîðàòà ïðîìåíëèâà ñå ÿâÿâà ôóíêöèÿ íà ïúðâàòà ïðî-
ìåíëèâà. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ëèöåòî S íà êðúã ñ ðàäèóñ r. Äîáðå èçâåñòíà å ôîðìóëàòà
S = πr2. Ïðàâèëîòî, êîåòî ñâúðçâà ëèöåòî íà êðúãà ñ íåãîâèÿ ðàäèóñ çàäàâà ôóíêöèÿ-
òà S(r) = πr2. Ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå íà ïðîìåíëèâàòà r ñå íàðè÷à äåôèíèöèîííà
îáëàñò íà ôóíêöèÿòà S. Ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòèòå, êîèòî ìîæå äà ïðèåìà ôóíêöèÿòà
S(r) ñå íàðè÷à îáëàñò îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà S.

3.1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

Íåêà ñà äàäåíè äâå ìíîæåñòâà X è Y . Êàçâàìå, ÷å å çàäàäåíà ôóíêöèÿòà f : X → Y , àêî
íà âñÿêî x ∈ X ñå ñúïîñòàâÿ åäèíñòâåíî y = f(x) ∈ Y . Ïðè çàäàâàíå íà âñÿêà ôóíêöèÿ ñå
îò÷èòàò ñëåäíèòå òðè ñúùåñòâåíè ìîìåíòà: îáëàñòòà X, êúäåòî å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà
f , îáëàñòòà îò ñòîéíîñòèòå �è Y è ïðàâèëîòî íà ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå íà X è Y .
Íèå ùå ðàçãëåæäàìå ôóíêöèè, êîèòî íà âñÿêî ÷èñëî îò íÿêîå ïîäìíîæåñòâî íà ðåàëíèòå
÷èñëà ñúïîñòàâÿò ðåàëíî ÷èñëî f : X ⊂ R→ Y ⊂ R.

Ïðèìåð 3.1 Ëèöåòî íà êðúãà S çàâèñè îò ðàäèóñà ìó r ÷ðåç ôîðìóëàòà S(r) = πr2.

Òóê X = Y = [0,+∞).

Ïðèìåð 3.2 Çàêîíúò çà ñâîáîäíî ïàäàíå íà òÿëî ïðè ëèïñà íà ñúïðîòèâëåíèå å s(t) =
gt2

2
, êúäåòî g ≈ 9.81 å ñèëàòà íà ïðèâëè÷àíå íà çåìÿòà, t å âðåìåòî èçìåðåíî â ñåêóíäè,

à s(t) å èçìèíàòèÿò ïúò.

Ïðèìåð 3.3 Íåêà äà ðàçãëåäàìå ãàç, êîéòî ñå íàìèðà â öèëèíäúð. Çàêîíúò íà Áîéë�
Ìàðèîò êàçâà, ÷å pV = c, êúäåòî V å îáåìúò, p�íàëÿãàíåòî, à c å êîíñòàíòà.

Ïðèìåð 3.4 Ôîðìóëàòà çà íàëÿãàíåòî íà âúçäóõà íà âèñî÷èíà h îò ìîðñêîòî ðàâíèùå
å p(h) = p0e

−kh, êúäåòî p0 å íàëÿãàíåòî íà âúçäóõà íà ìîðñêîòî ðàâíèùå, k å êîíñòàíòà,
à h å âèñî÷èíàòà.

Óðåäèòå íà ñàìîëåòèòå îò÷èòàò âèñî÷èíàòà, íà êîÿòî ñå íàìèðà ñàìîëåòúò ñ ôîðìó-

ëàòà h =
1

k
ln
p0

p
.

Ìíîæåñòâîòî X ⊆ R ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëíî. Ïðèìåð íà ôóíêöèÿ, êîÿòî ñìå ðàçã-
ëåæäàëè äî ìîìåíòà ñà ÷èñëîâèòå ðåäèöè. Òàì ôóíêöèÿòà f ñúïîñòàâÿ íà âñÿêî åñòåñòâåíî
÷èñëî ðåàëíîòî ÷èñëî (f(n) = an), ò.å. f : N→ R, êàòî X = N è Y = R.
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Íåêà å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿ f : X → Y . Ñòîéíîñòòà �è â ïðîèçâîëíà òî÷êà x0 ∈ X
çàïèñâàìå êàòî f(x0). Íàïðèìåð ëèöåòî íà êðúã ñ ðàäèóñ 2 å ðàâåí íà S(2) = π22, ïúòÿò

èçìèíàò ïðè ñâîáîäíî ïàäàíå çà 10 sec å ðàâåí íà s(10) =
g.102

2
, íàëÿãàíåòî íà 1200 ìåòðà

å p(1200) = p0e
−k.1200.

Íå âñè÷êè ôóíêöèè ìîãàò äà ñå çàäàäàò ÷ðåç ôîðìóëà. Íàïðèìåð ôóíêöèÿòà f(x) =
[x] : R → N, êîÿòî ñúïîñòàâÿ íà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî p ≤ x ñå
íàðè÷à öÿëà ÷àñò îò ÷èñëî. Íÿêîè îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà öÿëà ÷àñò ñà [1] = 1,
[3, 2] = 3, [−π] = −4. Äðóã òàêúâ ïðèìåð å ôóíêöèÿòà τ : N → N, êîÿòî íà âñÿêî ÷èñëî
n ñúïîñòàâÿ áðîÿ äåëèòåëè íà n. Íÿêîè îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà τ ñà τ(10) = 4,
τ(12) = 6, τ(16) = 5.

Â åñòåñòâåíèòå íàóêè è òåõíè÷åñêèòå íàóêè ÷åñòî çàâèñèìîñòèòå ñå ïîëó÷àâàò ñ ïî-
ìîùòà íà åêñïåðèìåíòè è òîãàâà ãîâîðèì çà òàáëè÷íî çàäàâàíå íà ôóíêöèÿ. Íåêà äà
ðàçãëåäàìå òàáëèöà, êîÿòî äàâà âðúçêà ìåæäó òåìïåðàòóðàòà è ðàñòåæà â ñàíòèìåòðè íà
áàìáóêà:

Òåìïåðàòóðà â C◦ 18 22 24 26 30
Ñêîðîñò íà ðàñòåæà íà áàìáóêà â ñì íà äåí 1 2 12 24 10

Âúçìîæíî å ôóíêöèÿòà äà ñå äåôèíèðà è äèðåêòíî ÷ðåç ñâîÿòà ãðàôèêà - èçìåðâàíå íà
âåðòèêàëíîòî óñêîðåíèå ïðè çåìåòðåñåíèå (Ôèã. 24) èëè èçìåðâàíå íà ïðîìåíëèâ òîê.

Ôèãóðà 24: Âåðòèêàëíîòî óñêîðåíèå ïðè çåìåòðåñåíèå

Îñíîâíèÿò èíòåðåñ êúì èçó÷àâàíå ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèèòå f : R→ R å ïðîäèêòóâàí
îò âúçìîæíîñòòà ÷ðåç òÿõ äà ñå îïèñâàò ìîäåëè íà çàâèñèìîñòè â ïðèðîäàòà.

Â ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç ôóíêöèèòå íå ñå çàäàâàò ãðàôè÷íî, íî âèíàãè ñå ïðèáÿãâà
äî èëþñòðàöèÿ íà ôóíêöèèòå ÷ðåç ãðàôèêà. Ëåñíîòî âèçóàëèçèðàíå íà ñâîéñòâàòà íà
ôóíêöèÿòà ÷ðåç ãðàôè÷íîòî �è èçîáðàçÿâàíå ïðàâè ãðàôèêàòà ìíîãî óäîáíî ñðåäñòâî çà
èçñëåäâàíå íà ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèèòå.
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Ôèãóðà 25: Ãðàôèêà íà
ôóíêöèÿòà f(x) = x2−x−2

Íåêà f : X ⊂ R→ Y ⊂ R è äà ðàçãëåäàìå ïðàâîúãúëíà
äåêàðòîâà êîîðäèíàòíà ñèñòåìàOxy. Íà âñÿêà íàðåäåíà äâîé-
êà (x0, y0), êúäåòî y0 = f(x0), ìîæåì äà ñúïîñòàâèì òî÷êàòà
M(x0, y0) îò ðàâíèíàòà Oxy. Êîãàòî ïðîìåíëèâàòà x ïðîáÿãâà
âñè÷êè ñòîéíîñòè îò äåôèíèöèîííàòà îáëàñò, ïðîìåíëèâàòà
y ïðîáÿãâà îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà f è îïèñâà
íÿêàêâà êðèâà, êîÿòî íàðè÷àìå ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f .

Ìàòåìàòè÷åñêèòå ñîôòóåðè äàâàò âúçìîæíîñò çà èç÷åð-
òàâàíå íà ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ.

Êîìàíäàòà plot â Maple äàâà âúçìîæíîñò äà ñå èç-
÷åðòàâà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ. plot(expr, x = a..b, opts);
plot([expr1, expr2], x = a..b, opts);
plot(x2 − x− 2, x = −2..3)

plot
(

cos
(
x

2

)
+ sin(2 · x), x = 0..4 · π

)
;

Ôèãóðà 26: Ãðàôè-
êà íà ôóíêöèÿòà

f(x) = cos
(
x

2

)
+ sin(2x)

plot([sin, cos],−Pi..P i, title = ”SimpleTrigFunctions legend =
[”SineP lot” , ”CosineP lot”],
titlefont = [”ROMAN” , 15], labels = [”xvalues” , ”yvalues”],
labeldirections = [”horizontal” , ”vertical”], labelfont =
[”HELV ETICA” , 10],
linestyle = [solid , longdash],
axesfont = [”HELV ETICA” , ”ROMAN” , 8],
legendstyle = [font = [”HELV ETICA” , 9], location =
right]);

3.2 Àíàëèòè÷íî äåôèíèðàíå íà ôóíêöèÿ

Åäíà ôóíêöèÿ ìîæå äà ñå çàäàäå ÷ðåç îïèñàíèå, ÷ðåç òàáëè-
öà, ÷ðåç ãðàôèêà è ÷ðåç ôîðìóëà.

Äåôèíèðàíåòî íà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íî èëè ÷ðåç ôîð-
ìóëà èãðàå âàæíà ðîëÿ â ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Äåéñòâè-

ÿòà, êîèòî ìîæåì äà âêëþ÷èì âúâ ôîðìóëàòà ïðè àíàëèòè÷íî äåôèíèðàíå íà ôóíêöèÿ
àíàëèòè÷íî ñà äîáðå èçâåñòíèòå àðèòìåòè÷íè äåéñòâèÿ, ïîâäèãàíå íà ñòåïåí, êîðåíóâàíå,
ëîãàðèòìóâàíå. Â õîäà íà ëåêöèîííèÿ êóðñ ùå äîáàâÿìå è äðóãè äåéñòâèÿ, êàòî ãðàíè-
÷åí ïðåõîä, äèôåðåíöèðàíå, èíòåãðèðàíå è ò.í. Âñÿêà ôîðìóëà ñúäúðæà ïðîìåíëèâàòà
x è äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà ñå îïðåäåëÿ çà òåçè ïðîìåíëèâè x, çà êîèòî
ôîðìóëàòà èìà ñìèñúë.

Ïðèìåð 3.5 Íåêà å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà f(x) =
1√

1− x2
.
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Ôèãóðà 27: Ãðàôèêà íà ôóíêöèòå cosx è sinx

Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà f ñå îïðåäåëÿ îò òîâà, ÷å êîðåíóâàíå (ïðè ÷åòåí
êîðåíåí ïîêàçàòåë) å äîïóñòèìî ñàìî çà íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà è íå ìîæå äà ñå äåëè íà
íóëà. Ñëåäîâàòåëíî 1− x2 > 0. Òàêà ïîëó÷àâàìå äåôèíèöèîííàòà îáëàñò x ∈ (−1, 1).

Ïðèìåð 3.6 Íåêà å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà f(x) =
∞∑
n=0

xn = 1 + x2 + x3 + · · ·+ xn + · · ·.

Àêî |x| < 1, òî ôóíêöèÿòà f å êîðåêòíî äåôèíèðàíà. Àêî |x| ≥ 1, òî èëè f(x) = +∞
èëè ñóìàòà íå ñúùåñòâóâà.

Äðóãî îãðàíè÷åíèå ïðè îïðåäåëÿíå íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò äèêòóâà è ìîäåëúò,
êîéòî îïèñâà ôóíêöèÿòà. Íàïðèìåð ïðè ñâîáîäíî ïàäàíå íà ìàòåðèàëíà òî÷êà îò âèñî÷èíà

h ôîðìóëàòà çà èçìèíàòèÿ å ïúò s(t) =
g.t2

2
. Åñòåñòâåíè îãðàíè÷åíèÿ çà ïðîìåíëèâàòà t

ñà t ∈
[
0,

√
2h

g

]
.

Âúçìîæåí å è ñëó÷àé, â êîéòî ôóíêöèÿòà ñå äåôèíèðà ñ ïîâå÷å îò åäíà ôîðìóëà.
Íàïðèìåð

sign(x) =


1, x > 0
−1, x < 0

0, x = 0

Ôóíêöèÿòà sign å âúâåäåíà îò Êðîíåêåð (Kronecker).
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Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà f :

à) f(x) =
x2

1 + x
; á) f(x) =

√
3x− x3; â) f(x) = (x− 2)

√
1 + x

1− x
;

ã)
√

sin(
√
x); ä)

√
sin(2x) +

√
sin(3x); å) f(x) = log2(log3(log4 x)).

2) Íàìåðåòå îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà f : (0, 1)→ Y :

à) f(x) = a+ (b− a)x; á) f(x) =
1

1− x
; â) f(x) =

x

2x− 1
.

3) Ïðåñìåòíåòå:

à) f(0), f(1), f(2), f(3) çà f(x) = x4 − 6x3 + 11x2 − 6x;

á) f(−1), f(0, 001), f(100) çà f(x) = lg x;

â) f(0, 9), f(0, 99), f(1), f(1, 999) çà f(x) = 1 + [x];

ã) f(−2), f(−1), f(0), f(1), f(2) çà f(x) =

{
1 + x, x ∈ (−∞, 0]

2x x ∈ (0,+∞).

3) Íàìåðåòå ñòîéíîñòèòå íà x çà êîèòî f(x) = 0, f(x) > 0, f(x) < 0:

à) f(x) = x− x3; á) f(x) = (x+ |x|)(1− x); â) f(x) = sin
π

x
.

3.3 Îñíîâíè êëàñîâå ôóíêöèè

1) Ïîëèíîìè:
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ akx

k + · · ·+ a1x+ a0,

êúäåòî ak ∈ R çà âñÿêî k = 0, 1, . . . , n (Ôèã. 28).
plot(x4 − 15 · x2 − 10 · x+ 24, x = −4..4.5);

Ùå èç÷åðòàåì ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå 1
4
x2, 1

2
x2, x2, 2x2, 4x2.

plot
({

1

4
x2,

1

2
x2, x2, 2x2, 4x2

}
, x = −2..2

)
;

2) Äðîáíà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ:

f(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ akx

k + · · ·+ a1x+ a0

bmxn + bm−1xm−1 + · · ·+ bkxk + · · ·+ b1x+ b0

,

êúäåòî ak, bj ∈ R çà âñÿêî k = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . ,m.

plot

({
x3 − 1

x2 + 1
, x− 1

6
x3

}
, x = −3..3, color = [red, blue], style = [point, line]

)
3) Ñòåïåííà ôóíêöèÿ:

f(x) = xα,
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Ôèãóðà 28: Ãðàôèêà íà ôóíêöèèòå x4 − 15x2 − 10x+ 24

Ôèãóðà 29: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå a.x2 ïðè a =
1

4
,
1

2
, 1, 2, 4

êúäåòî α ∈ R. Àêî α ∈ Z, òî ñå ïîëó÷àâà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ. Àêî α = 1/m, m ∈ N,
òî ñå ïîëó÷àâà ôóíêöèÿòà f(x) = x1/m = m

√
x. Òàçè ôóíêöèÿ å äåôèíèðàíà çà âñè÷êè

ðåàëíè ÷èñëà, àêî m å íå÷åòíî ÷èñëî è å äåôèíèðàíà çà âñè÷êè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà çà
m � ÷åòíî.
plot

([
x5, x4, x2, x, x

1
2 , x

1
4 , x

1
5

]
, x = 0..1.4

)
;

plot
([
x−3, x−2, x, x−

1
2 , x−

1
3

]
, x = 0..2, y = 0..10, discont = true

)
;

4) Ïîêàçàòåëíà ôóíêöèÿ:
f(x) = αx,

êúäåòî α > 0 è α 6= 1.
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Ôèãóðà 30: Ãðàôèêà íà ôóíêöèòå
x3 − 1

x2 + 1
è x− x

6

Ôèãóðà 31: Ãðàôèêà íà ôóíêöèòå x5, x4, x2, x, x1/2, x1/3, x1/5

plot({3x, 2x, 1x,
(

1

2

)x
,
(

1

2

)x
}, x = −3..3,

color = [red, red, blue, blue], style = [point, point, line, line], symbol = [circle, point]);
5) Ëîãàðèòìè÷íà ôóíêöèÿ:

f(x) = loga x,

êúäåòî α > 0 è a 6= 1.
plot([log2(x), log4(x), log1/4(x), log1/2(x)], x = 0..10, y = −5..5, discont = true);
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Ôèãóðà 32: Ãðàôèêà íà ôóíêöèòå x−3, x−2, x, x−1/2, x−1/3

Ôèãóðà 33: Ãðàôèêà íà ôóíêöèòå 3x, 2x, 1x,
(

1

2

)x
,
(

1

2

)x

5) Òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè:

f(x) = sin x, f(x) = cos x, f(x) = tg x, f(x) = cotgx.

Íåêà äà óòî÷íèì, ÷å ïðîìåíëèâèòå íà òðèãîíîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè ñå èçðàçÿâàò â ðà-
äèàíè. Ôóíêöèÿòà tg èìà äåôèíèöèîííà îáëàñò R\{(2k + 1)π

2
}k∈Z. Ôóíêöèÿòà cotg èìà

äåôèíèöèîííà îáëàñò R\{kπ}k∈Z.
plot([sin(x), cos(x), tan(x), cot(x)], x = −2Pi..2Pi, y = −4..4,
discont = true, color = [red, green, blue, yellow])

Çàäà÷è:

1) Íà÷åðòàéòå ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå:
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Ôèãóðà 34: Ãðàôèêà íà ôóíêöèòå log2(x), log4(x), log1/4(x), log1/2(x)

Ôèãóðà 35: Ãðàôèêà íà ôóíêöèòå sin(x), cos(x), tg(x), ctg(x)

à) f(x) = 3x3 + 2x2 + x; á) f(x) = 3x3 + 2x2 + x+ 5; â) f(x) = 3(x+ 1)3 + 2(x+ 1)2 + (x+ 1);
ã) f(x) = 3(x− 2)3 + 2(x− 2)2 + (x− 2);

ä) 3
√
x; å) 3

√
x− 1; æ) 3

√
x+ 2; ç) 3

√
x− 1 + 1;

è) 3x − 2x
2
; é) 3x+2 − 2(x+2)2

; ê) 3x − 2x
2

+ 1; ë) 3(x− 1)− 2(x−1)2
.

3) Íà÷åðòàéòå ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå:

à) f(x) = sin(x); á) f(x) = sin(2x); â) f(x) = sin
(
x+

π

4

)
;

ã) f(x) = sin
(
x+

π

4

)
+ 2; ä) f(x) = sin

(
x

4

)
;
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å) f(x) = sinx+ tg x; æ) f(x) = sin(3x) + tg(3x); ç) f(x) = sin
(
x

2

)
+ tg

(
x

2

)
;

è) f(x) = sin
(
x+

π

3

)
+ tg

(
x+

π

3

)
.

3.4 Îáðàòíè ôóíêöèè

Íåêà ôóíêöèÿòà f : X → Y óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî: çà âñÿêî y0 ∈ Y ñúùåñòâóâà åäèíñ-
òâåíî x0 ∈ X, òàêà ÷å f(x0) = y0. Èçîáðàæåíèåòî g : Y → X, äåôèíèðàíî ïî òîçè íà÷èí,
íàðè÷àìå îáðàòíà ôóíêöèÿ íà f è îçíà÷àâàìå ñ f−1.

Ïðèìåð çà îáðàòíà ôóíêöèÿ å g(x) = 3
√
x. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x3 : R→

R. Çà âñÿêî y0 ∈ R ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî x0 ∈ R, òàêà ÷å x3
0 = y0. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà,

÷å x0 = 3
√
y0. Ñëåäîâàòåëíî îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà ôóíêöèÿòà f(x) = x3 å ôóíêöèÿòà

f−1(y) = 3
√
x. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x2 : R → [0,+∞). Çà âñÿêî y0 ∈

[0,+∞) ñúùåñòâóâàò äâå x0 ∈ R, òàêà ÷å x2
0 = y0. Íåêà äà ïîòúðñèì x0 ∈ [0,+∞). Ëåñíî

ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å x0 = 2
√
y0. Ñëåäîâàòåëíî îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2 å

ôóíêöèÿòà f−1(y) = 2
√
x : [0,+∞)→ [0,+∞).

Äðóã ïðèìåð çà îáðàòíà ôóíêöèÿ å g(x) = loga(x). Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà
f(x) = ax : R → [0,+∞). Çà âñÿêî y0 ∈ [0,+∞) ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî x0 ∈ R, òàêà
÷å ax = y0. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å x0 = loga(y0). Ñëåäîâàòåëíî îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà
ôóíêöèÿòà f(x) = ax å ôóíêöèÿòà f−1(y) = loga(x).

Ïî-ñëîæåí ïðèìåð å îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1 íà ôóíêöèÿòà f(x) =
ex + e−x

2
: R →

[1,+∞). Ôóíêöèÿòà ñå ïîëó÷àâà, êàòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî
ex + e−x

2
= y, êîåòî å åê-

âèâàëåíòíî íà
e2x − 2y.ex + 1 = 0.(6)

Ñëåä ïîëàãàíå u = ex ïîëó÷àâàìå, ÷å ex = y ±
√
y2 − 1. Ðàçãëåæäàìå ðåøåíèÿòà íà óðàâ-

íåíèåòî (6) ñàìî çà x ≥ 1. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå f−1(x) = ln(x+
√
x2 − 1).

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å àêî èìàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f , òî ãðàôèêàòà íà
íåéíàòà îáðàòíà ôóíêöèÿ f−1 å ñèìåòðè÷íà îòíîñíî ïðàâàòà y = x.

Maple äàâà âúçìîæíîñò çà èç÷åðòàâàíå íà îáðàòíèòå ôóíêöèè.
with(Student[Calculus1]);
InverseP lot(x3,−1..1, legendstyle = [font = [”HELV ETICA 16]], font = [TIMES, 16]);
InverseP lot(x2,−1..1);
InverseP lot(exp(x),−1..1)];

InverseP lot

(
exp(x) + exp(−x)

2
,−2..2

)
;

Îáðàòíèòå òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè ñå îçíà÷àâàò ñ arcsin x = sin−1 x, arccos x =
cos−1 x, arctg x = tg−1 x, arcctg x = cotg−1 x.

Óðàâíåíèåòî sinx = y èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà y ∈ [−1, 1], êîãàòî x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.
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Òåçè ðåøåíèÿ äåôèíèðàò ôóíêöèÿòà arcsin : [−1, 1]→
[
−π

2
,
π

2

]
.

Óðàâíåíèåòî cosx = y èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà y ∈ [−1, 1], êîãàòî x ∈ [0, π]. Òåçè
ðåøåíèÿ äåôèíèðàò ôóíêöèÿòà arccos : [−1, 1]→ [0, π].

Óðàâíåíèåòî tg x = y èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà y ∈ (−∞,+∞), êîãàòî x ∈(
−π

2
,
π

2

)
. Òåçè ðåøåíèÿ äåôèíèðàò ôóíêöèÿòà arctg : (−∞,+∞)→

(
−π

2
,
π

2

)
.

Óðàâíåíèåòî cotg x = y èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå çà y ∈ (−∞,+∞), êîãàòî x ∈ (0, π).
Òåçè ðåøåíèÿ äåôèíèðàò ôóíêöèÿòà arcctg : (−∞,+∞)→ (0, π).

Ïðèìåð 3.7 Ïðåñìåòíåòå arcsin(1/2), tg(arcsin(1/
√

2), tg(arcsin(1/3)
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Ïî äåôèíèöèÿ arcsin(1/2) å ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî sinα = 1/2, α ∈
[
−π

2
, π

2

]
.

Ñëåäîâàòåëíî α = π
6
.

Ïî äåôèíèöèÿ arcsin(1/
√

2) å ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî sinα = 1/
√

2, α ∈
[
−π

2
, π

2

]
.

Ñëåäîâàòåëíî α = π
4
. Òàêà ïîëó÷àâàìå tg(arcsin(1/

√
2) = tg(π/4) = 1.

Ïî äåôèíèöèÿ arcsin(1/3) å ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî sinα = 1/3, α ∈
[
−π

2
, π

2

]
.

Òîãàâà cosα =
√

1− sin2(α) = 2
√

2
3
. Òàêà ïîëó÷àâàìå tg(arcsin(1/3) = sinα

cosα
= 1/3

2
√

2/3
= 1

2
√

2
.

Çàäà÷è

1) Îïðåäåëåòå äàëè ñúùåñòâóâà îáðàòíà ôóíêöèÿ íà f
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à) f(x) = x2 − x; á) f(x) = 1/x;

2) Íàìåðåòå f−1(x), àêî

à) f(x) = 1 +
√

2 + 3x; á) f(x) =
4x− 1

2x+ 3
; â) f(x) = e2x−1;

ã) f(x) = x2 − x, x ≥ 1/2; ä) f(x) = ln(x+ 3); å) f(x) =
ex

1 + 2ex
;

3.5 Ñúñòàâíà ôóíêöèÿ

Ñúñòàâíà ôóíêöèÿ èëè ñëîæíà ôóíêöèÿ ñå ïîëó÷àâà, êîãàòî ïðè ïðåñìÿòàíèÿòà íåçàâè-
ñèìàòà ïðîìåíëèâà â åäíàòà ôóíêöèÿ ñå çàìåñòâà ñúñ ñòîéíîñòèòå íà äðóãà ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 3.8 Ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèèòå f(x) = lnx è g(x) = sinx ìîæåì äà çàäàäåì äâå
ñúñòàâíè ôóíêöèè F (x) = ln(sin x) èëè G(x) = sin(ln x).

Îïðåäåëåíèå 3.1 Íåêà ñà äàäåíè ôóíêöèèòå f : Y → Z è g : X → Y . Ôóíêöèÿòà
F : X → Z, äåôèíèðàíà ÷ðåç F (x) = f(g(x)) íàðè÷àìå ñúñòàâíà ôóíêöèÿ.

Èçïîëçâà ñå ñúùî è îçíà÷åíèåòî F (x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x)), êîåòî ñå ÷åòå f ñëåä g.
Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè äåôèíèðàíåòî íà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ å âàæíî îáëàñòòà

îò ñòîéíîñòèòå íà ïúðâàòà ôóíêöèÿ g, äà å ïîäìíîæåñòâî íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà
âòîðàòà ôóíêöèÿ f . Íåêà äà ðàçãëåäàìå Ïðèìåð 3.8. f(x) = lnx è g(x) = sinx. Çà äà èìà
ñìèñúë èçðàçúò F (x) = ln(sin x) òðÿáâà g(x) = sin x : X ⊂ R→ (0,+∞). Ñëåäîâàòåëíî sinx
å äåôèíèðàíà ñàìî â ìíîæåñòâîòî X =

⋃
k∈Z

(2kπ, (2k+ 1)π)). Àêî ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà

G(x) = sin(lnx), òúé êàòî sinx å äåôèíèðàíà çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî x, òî íå ñå íàëàãàò
îãðàíè÷åíèÿ çà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà lnx.

Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íà ïîâå÷å îò äâå ôóíêöèè. Àêî f1 : X1 →
X2, f2 : X2 → X3, f3 : X3 → X4, òî F (x) = f3(f2(f1(x))) å ñúñòàâíà ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 3.9 Íàìåðåòå f(g(x)), g(f(x)), f(f(x)), g(g(x)), f(g(h(x))) è îïðåäåëåòå äåôè-

íèöèîííèòå èì îáëàñòè, àêî f(x) =
√
x, g(x) = ln x, h(x) =

x

1− x
.

Îò f(g(x)) =
√

lnx ñëåäâà g(x) = lnx ≥ 0. Òîãàâà g : [1,+∞)→ [0,∞).
Îò g(f(x)) = ln(

√
x) ñëåäâà f(x) =

√
x > 0. Òîãàâà f : (0,+∞)→ (0,∞).

Îò f(f(x)) =
√√

x = 4
√
x ñëåäâà f(x) =

√
x ≥ 0. Òîãàâà f : [0,+∞)→ [0,∞).

Îò g(g(x)) = ln(ln x) ñëåäâà g(x) = ln x > 0. Òîãàâà g : (1,+∞)→ (0,∞).

Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ f(g(h(x))) =

√
ln
(

x

1 + x

)
ñå îïðå-

äåëÿ ñ óñëîâèÿòà ∣∣∣∣∣∣∣
ln
(

x

1 + x

)
≥ 0

x

1 + x
> 0.

(7)

71



Ñèñòåìàòà (7) å åêâèâàëåíòíà íà ∣∣∣∣∣∣∣
x

1 + x
≥ 1

x

1 + x
> 0.

(8)

Ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (8) e (−∞,−1)∩ ((−∞,−1)∪ (0,+∞)) = (−∞,−1). Ñëåäîâàòåëíî

ôóíêöèÿòà f(g(h(x))) =

√
ln
(

x

1 + x

)
èìà äåôèíèöèîííà îáëàñò (−∞,−1).

Ìîæåì äà ðåøèì íåðàâåíñòâàòà îò ñèñòåìà (8) ñ ïîìîùòà íà Maple.

solve
(

x

1 + x
> 0, x

)
;

RealRange(−infinity, Open(−1)), RealRange(Open(0), infinity)

solve
(
ln
(

x

1 + x

)
≥ 0, x

)
;

RealRange(−infinity, Open(−1))
Àêî èñêàìå äà èçïîëçâàìå êîìàíäèòå intersect (ñå÷åíèå) è union (îáåäèíåíèå) â

Maple, òðÿáâà äà óêàæåì â êîìàíäàòà solve ïðîìåíëèâàòà, ñïðÿìî êîÿòî ðåøàâàìå íå-
ðàâåíñòâîòî ñ ôèãóðàòèâíè ñêîáè {x}.
s1 := solve

(
x

1 + x
> 0, {x}

)
;

{x < −1}, {0 < x}

s2 := solve
(
ln
(

x

1 + x

)
≥ 0, x

)
;

{x < −1}
s := intersect ( union (s1[1], s1[2]), s2);
{x < −1}

Â Ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç ÷åñòî ñå íàëàãà ñúñòàâíà ôóíêöèÿ äà ñå ðàçáèå íà ïî�
ïðîñòè ôóíêöèè, êîèòî ÿ ãåíåðèðàò.

Ïðèìåð 3.10 Íåêà F (x) = cos2(
√
x+ 1). Íàìåðåòå åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè, êîèòî ãå-

íåðèðàò ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ F .

Îò çàïèñà
F (x) = cos2(

√
x+ 1) =

(
cos (x+ 1)

1
2

)2

ñëåäâà, ÷å àêî ïîëîæèì f1 := x2, f2(x) = cosx, f3 := x1/2 è f4 := x + 1, òî F (x) =
f1(f2(f3(f4(x)))).
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Çàäà÷è

1) Íàìåðåòå f(g(x)), g(f(x)), f(f(x)), g(g(x)) è îïðåäåëåòå äåôèíèöèîíèòå èì îáëàñòè,
àêî:

à) f(x) =
x

1 + x2
, g(x) = sinx; á) f(x) = 1 +

1

x
, g(x) =

x+ 1

x+ 2
;

â) f(x) =
√
x, g(x) = 3

√
1− x; ã) f(x) = 1 +

1

x
, g(x) =

x+ 1

x+ 2
;

2) Íàìåðåòå f(g(h(x))), f(h(g(x))), g(f(h(x))), g(h(f(x))), h(f(g(x))), h(g(f(x))) è îïðåäå-
ëåòå äåôèíèöèîííèòå èì îáëàñòè, àêî:

à) f(x) = 3x− 2, g(x) = sinx, h(x) = x2; á) f(x) = |x− 4|, g(x) = 2x, h(x) =
√
x;

â) f(x) =
√
x− 3, g(x) = x2, h(x) = x3 + 2; ã) f(x) = tg x, g(x) =

x

x− 1
, h(x) = 3

√
x;

3) Íàìåðåòå ôóíêöèè, êîèòî ãåíåðèðàò ôóíêöèèòå:

à) f(x) = (2x+ x2)
4; á) f(x) = cos2 x; â) f(x) =

3
√
x

1 + 3
√
x
;

ã) f(x) = 7

√
1 + |x|; ä) f(x) = arcsin4( 3

√
x); å) f(x) = e

sinx

1 + sin x .
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4 Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

4.1 Îïðåäåëåíèå çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïî Õàéíå

Îïðåäåëåíèå 4.1 (ïî Õàéíå) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî b å ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êà-
òà a�òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà, àêî çà âñÿêà
ðåäèöà îò òî÷êè {xn}∞n=1, xn 6= a çà âñÿêî n ∈ N, ñõîäÿùà êúì a, òî ðåäèöàòà {f(xn)}∞n=1

å ñõîäÿùà êúì b è çàïèñâàìå limx→a f(x) = b.

Ôèãóðà 36: Heinrich
Eduard Heine

Õåíðèõ Åäóàðä Õàéíå (1821�1881) å íåìñêè ìàòåìàòèê, ÷ë.-êîð.
íà Áåðëèíñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå. Òîé å ðàáîòèë â óíèâåðñèòåòè-
òå â Áîí è Õàëëå. Îñíîâíî ñå å çàíèìàâàë ñ òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà,
ñïåöèàëíè ôóíêöèè, ôóíêöèè íà Ëüîæàíäúð è ìàòåìàòè÷åñêà ôèçèêà.
Èçñëåäâàë å õèïåðãåîìåòðè÷íè ðåäîâå. Õàéíå å îñìîòî äåòå â ñåìåéñò-
âîòî. Òîé íå ïîñåùàâà ó÷èëèùå, à ïîëó÷àâà äîìàøíî îáðàçîâàíèå. Â óíè-
âåðñèòåòà íåãîâ ó÷èòåë å Äèðèõëå. Íàó÷íè ðúêýâýäèòåëíè äà íåãîâàòà
äèñåðòàöèÿ ñà Åíî Äèðêñåí è Ìàðòèí Îì. Õàéíå ïîñâåùàâà äèñåðòàöè-
ÿòà ñè íà ñâîÿ ó÷èòåë Äèðèõëå. Ïðåç 1877 ïî ñëó÷àé 100 ãîäèøíèíàòà
îò ðàæäåíèåòî íà Ãàóñ, Õàéíå å óäîñòîåí ñ ìàäàë íà Ãàóñ.

Ïðèìåð 4.1 Íàìåðåòå lim
x→a

4x2 − 1

2x− 1
çà a = 6 è a = 1/2.

Çà âñÿêà ðåäèöà xn → 6 å èçïúëíåíî lim
n→∞

(4x2
n− 1) = 4.62− 1 = 143 è

limn→∞(2xn−1) = 2.6−1 = 11. Ñëåäîâàòåëíî lim
x→6

4x2 − 1

2x− 1
=

143

11
= 13.

Ôóíêöèÿòà f íå å äåôèíèðàíà çà x = 1/2, íî å äåôèíèðàíà çà âñÿêî x 6= 1/2. Òîãàâà

çà âñÿêà ðåäèöà xn → 1/2, xn 6= 1/2 å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî
4x2

n − 1

2xn − 1
= 2xn+1. Ñëåäîâàòåëíî

lim
xn→1/2

4x2
n − 1

2xn − 1
= lim

xn→1/2
(2xn + 1) = 2

Êîìàíäàòà limit(f, x = a) èëè lim
x→a

f(x) â Maple ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà íàìèðàíå
êàêòî íà ãðàíèöà íà ðåäèöà, òàêà è çà íàìèðàíå íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ. Ïðîìåíëèâèòå
â êîìàíäàòà çà ãðàíèöà ñà: f å èçðàç, x å ïðîìåíëèâàòà, a å ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò, êîÿòî
ìîæå äà áúäå ÷èñëî, èçðàç èëè ±∞.

limit

(
4 · x2 − 1

2 · x− 1
, x = 6

)
;

13.

lim
x→ 1

2

4 · x2 − 1

2 · x− 1
;

2.

Ïðèìåð 4.2 Ôóíêöèÿòà f(x) = sin
(

1

x

)
íÿìà ãðàíèöà â òî÷êàòà 0.
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Íàèñòèíà íåêà âçåìåì ðåäèöàòà xn =
1

π
2

+ π(n+ 1)
. ßñíî å, ÷å xn 6= 0 è ðåäèöàòà sin(1/xn) =

sin
(
π
2

+ π(n+ 1)
)

= (−1)n íÿìà ãðàíèöà.

limit
(
sin

(
1

x

)
, x = 0

)
;

−1..1

limit

(
sin

(
1
1

π
2 +2·π·floor(n)

)
, n = infinity

)
;

1

limit

(
sin

(
1
1

π
2 +π·(2·floor(n)+1)

)
, n = infinity

)
;

−1,
êúäåòî ôóíêöèÿòà floor(n) å öÿëà ÷àñò îò n.

Ìîæåì äà âèçóàëèçèðàìå ãðàôè÷íî ôóíêöèÿòà sin
(

1

x

)
â Maple. Îò ãðàôèêàòà (Ôèã.

37) ñå âèæäà, ÷å êîëêîòî è ìàëêà îêîëíîñò (−ε, ε) íà íóëàòà äà ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà
ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè îò èíòåðâàëà [−1, 1].

1

0

0,5

0,4

-0,5

x

0,2-0,2 0

-1

-0,4

1

0

0,5

0,10,05

-0,5

-0,1 0

x

-0,05

-1

Ôèãóðà 37: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà sin
(

1

x

)

Ïðèìåð 4.3 Ôóíêöèÿòà f(x) = x sin 1
x
èìà ãðàíèöà 0 â òî÷êàòà 0.

Íàèñòèíà çà âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1, xn 6= 0 ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

0 ≤
∣∣∣∣xn sin

(
1

xn

)∣∣∣∣ ≤ |xn|.
Îò limn→∞ xn = 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å limn→∞ xn sin 1

xn
= 0 çà âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1, xn 6= 0.
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limit
(
x · sin

(
1
x

)
, x = 0

)
;

0.

Ìîæåì äà âèçóàëèçèðàìå ãðàôè÷íî ôóíêöèÿòà x sin
(

1

x

)
â Maple. Îò ãðàôèêàòà

(Ôèã. 38) ñå âèæäà, ÷å êîëêîòî ïî�ìàëêà å îêîëíîñòòà íà íóëàòà (−ε, ε), òîëêîâà ôóíêöè-
ÿòà ïðèåìà ñòîéíîñòè ïî�áëèçêè äî 0.

0,4

0,2

-0,2

0,3

0,1

x

0,40,20-0,2

-0,1

0

-0,4

0,04

-0,04

0

0,05

x

0-0,1

-0,08

0,1-0,05

Ôèãóðà 38: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà x sin
(

1

x

)
Èíòóèòèâíî ïîíÿòèåòî ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ â òî÷êàòà a îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà

÷èñëî b òàêà, ÷å êîãàòî ïðîìåíëèâàòà x ñå äîáëèæàâà äî a, òî ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè
f(x) ñå äîáëèæàâàò äî b.

Òåîðåìà 4.1 Íåêà ôóíêöèèòå f è g èìàò îáùà äåôèíèöèîííà îáëàñò D è íåêà ñúùåñ-
òâóâàò ãðàíèöèòå limx→a f(x) = b è limx→a g(x) = c è α ∈ R. Òîãàâà å èçïúëíåíî:
à) limx→a(f(x)± g(x)) = limx→a f(x)± limx→a g(x) = b± c;
á) limx→a(αf(x)) = α limx→a f(x) = αb;
â) limx→a(f(x)g(x)) = (limx→a f(x))(limx→a g(x)) = b.c;
ã) limx→a

f(x)
g(x)

= limx→a f(x)
limx→a g(x)

= b
c
, ïðè óñëîâèå, ÷å c 6= 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò ñúîòâåòíèòå ñâîéñòâà çà ãðà-
íèöà íà ñõîäÿùè ðåäèöè. Ùå äîêàæåì ñâîéñòâî à). Íåêà ðåäèöàòà {xn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿâà
limn→∞ xn = a, xn 6= a, xn ∈ D. Ïî óñëîâèå èìàìå: limn→∞ f(xn) = b è limn→∞ g(xn) = c.
Òîãàâà limn→∞(f(xn)± g(xn)) = limn→∞ f(xn)± limn→∞ g(xn) = b± c. �

Òåîðåìà 4.2 Íåêà ôóíêöèèòå f , g èìàò îáùà äåôèíèöèîííà îáëàñò D è íåêà çà âñÿêî
x ∈ D å â ñèëà:

f(x) ≤ g(x)
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è ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå limx→a f(x) = b, limx→a g(x) = c. Òîãàâà b ≤ c.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ðåäèöàòà {xn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿâà limn→∞ xn = a, xn 6= a, xn ∈ D.
Ïî óñëîâèå èìàìå çà âñÿêî n ∈ N

f(xn) ≤ g(xn)

è ñúãëàñíî Ëåìà 2.1 ïîëó÷àâàìå, ÷å b = limn→∞ f(xn) ≤ limn→∞ g(xn) = c. �

Òåîðåìà 4.3 Íåêà ôóíêöèèòå f , g è h èìàò îáùà äåôèíèöèîííà îáëàñò D è íåêà çà
âñÿêî x ∈ D å â ñèëà:

f(x) ≤ g(x) ≤ h(x).

Àêî limx→a f(x) = limx→a h(x) = b, òî limx→a g(x) = b.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ðåäèöàòà {xn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿâà limn→∞ xn = a, xn 6= a, xn ∈ D.
Ïî óñëîâèå çà âñÿêî n ∈ N èìàìå

f(xn) ≤ g(xn) ≤ h(xn)

è ñúãëàñíî Ëåìà 2.2 ïîëó÷àâàìå, ÷å limx→a g(x) = b. �

Òåîðåìà 4.4 Íåêà ñà äàäåíè ôóíêöèèòå f : D → U è g : U → R. Àêî limx→a f(x) = b,
f(x) 6= b çà âñÿêî x ∈ D, x 6= a è limx→b g(x) = c, òî limx→a g(f(x)) = limx→b g(x) = c.

Ôèãóðà 39: cosx,
sinx

x
, x.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà limn→∞ xn = a, xn 6= a è bn = f(xn) 6=
b. Òîãàâà

c = lim
n→∞

g(bn) = lim
n→∞

g(f(xn)).

�

Ïðèìåð 4.4 limx→0 sinx = 0, limx→0 cosx = 1 è

limx→0
sinx

x
= 1.

Îò Ôèã. 39 ñðàâíÿâàéêè ëèöàòà S∆OAB è S∆OAD çà x ∈
(0, π/2) ïîëó÷àâàìå

S∆OAB = 1
2
|OA|.|BC| ≤ 1

2
|OA|.x

≤ 1
2
|OA|.|AD| = S∆OAD.

(9)

Íåêà ïîëîæèì |OA| = 1. Òîãàâà |BC| = sinx è |AD| = tg x è îò (9) ïîëó÷àâàìå íåðà-
âåíñòâîòî: sinx ≤ x ≤ sinx

cosx
çà âñÿêî x ∈ (0, π/2). Èçïîëçâàéêè, ÷å sin(−x) = − sinx è

cos(−x) = cos x ïîëó÷àâàìå | sinx| ≤ |x| è cosx ≤ sinx
x
≤ 1 çà x ∈ (−π/2, π/2).
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Ôèãóðà 40: Ãðàôèêè íà

ôóíêöèèòå cosx,
sinx

x
, 1.

Íåêà {xn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà, êëîíÿùà êúì 0 è
xn 6= 0. Îò | sin(xn)| ≤ |xn| ñëåäâà limn→∞ sinxn = 0. Îò
ðàâåíñòâîòî cos(x) = 1 − 2 sin2(x/2) è îò Òåîðåìà 4.4 ïîëó-
÷àâàìå limx→0 cosx = 1. Íàêðàÿ îò cos(xn) ≤ sin(xn)

xn
≤ 1 è

limn→∞ cosxn = 1 ïîëó÷àâàìå limn→∞
sinxn
xn

= 1.

Âèçóàëèçèðàìå ãðàôè÷íî ôóíêöèèòå cos(x),
sinx

x
è 1 â

Maple (Ôèã. 40).

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

x2 − 1

2x2 − x− 1
; á) lim

x→0

x2 − 1

2x2 − x− 1
;

â) lim
x→1

x2 − 5x+ 6

x2 − 8x+ 15
; ã) lim

x→3

x2 − 5x+ 6

x2 − 8x+ 15
;

ä) lim
x→1

x3 − 2x− 1

x5 − 2x− 1
; å) lim

x→−1

x3 − 2x− 1

x5 − 2x− 1
.

2) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

sin(2x)

x
; á) lim

x→0

sin(3x)

sin(5x)
; â) lim

x→0

tg(2x)

x
; ã) lim

x→0

tg(4x)

tg(3x)
.

3) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

1− cos(2x)

x2
; á) lim

x→0

1− cosx. cos(2x)

x2
; â) lim

x→0

tg x− sinx

sin3(x)
;

ã) lim
x→0

1− cos2n(x)

sin2(x)
, n ∈ N.

4.2 Îïðåäåëåíèå çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïî Êîøè

Îïðåäåëåíèå 4.2 (ïî Êîøè) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî b å ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷-
êàòà a, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, óäîâëåòâîðÿâàùî
0 < |x− a| < δ, å èçïúëíåíî |f(x)− b| < ε.

Îïðåäåëåíèå 4.2 ñå èëþñòðèðà ãåîìåòðè÷íî íà (Ôèã. 41). Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x0 ∈ (a− δ, a+ δ) å èçïúëíåíî f(x0) ∈ (b− ε, b+ ε).

Çàáåëåæåòå, ÷å â Îïðåäåëåíèå 4.2 íèå èçêëþ÷âàìå âúçìîæíîñòòà x = a, êîãàòî òúð-
ñèì ãðàíèöàòà. Èíòåðåñóâàìå ñå ñàìî îò ïîâåäåíèåòî íà ôóíêöèÿòà f áëèçî äî a, íî íå è
â a.

Ïðèìåð 4.5 Äîêàæåòå, ÷å limx→1(2x+ 1) = 3.
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Ôèãóðà 41: Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ïî Êîøè

Íåðàâåíñòâîòî |(2x + 1) − 3| < ε å åêâèâàëåíòíî íà |x − 1| < ε/2. Ñëåäîâàòåëíî, çà
âñÿêî ε > 0, àêî èçáåðåì δ = ε/2, òîãàâà çà âñÿêî x, óäîâëåòâîðÿâàùî |x − 1| < δ ùå å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |(2x+ 1)− 3| < ε.

Ïðèìåð 4.6 Äîêàæåòå, ÷å limx→1(5x2 − 7x+ 6) = 4

Çà âñÿêî x = 1 + h e èçïúëíåíî

|5x2−7x+ 6−4| = |5(1 +h)2−7(1 +h) + 6−4| = |5 + 10h+ 5h2−7−7h+ 6−4| = |h||3 + 5h|.

Íåêà ε > 0. Èçáèðàìå δ = min{1, ε/8}. Òîãàâà çà âñÿêî x = 1 + h ∈ (1 − δ, 1 + δ) å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî |5x2 − 7x+ 6− 4| ≤ 8|δ| < ε.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å êîãàòî ðàçãëåæäàìå íåðàâåíñòâîòî 0 < |x − a| < δ â Îïðå-
äåëåíèå 4.2 ðàçãëåæäàìå ñàìî òåçè x, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà äåôèíèöèîíàòà îáëàñò íà
f .

Ïðèìåð 4.7 limx→0
sinx

x
= 1

Èìàìå 0 ≤ 1 − sinx

x
≤ 1 − cosx = 2 sin2(x/2) ≤ |x|. Íåêà ε > 0 è èçáèðàìå δ = ε.

Òîãàâà î÷åâèäíî îò 0 < |x| < δ = ε ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî
∣∣∣1− sinx

x

∣∣∣ < |x| < ε (ðàçáèðà ñå

x 6= 1

kπ
, k ∈ Z).

Â ñëåäâàùèÿ ïðèìåð ùå ïðèëîæèì ðåçóëòàòà îò Ïðèìåð 4.7.

Ïðèìåð 4.8 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
n→∞

cos
(
ϕ

2

)
cos

(
ϕ

22

)
. . . cos

(
ϕ

2n

)
.
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Î÷åâèäíî

sinϕ = 2 cos
(
ϕ

2

)
sin

(
ϕ

2

)
= 22 cos

(
ϕ

2

)
cos

(
ϕ

22

)
sin

(
ϕ

22

)
= . . .

= 2n cos
(
ϕ

2

)
cos

(
ϕ

22

)
. . . cos

(
ϕ

2n

)
sin

(
ϕ

2n

)
.

Òîãàâà

cos
(
ϕ

2

)
cos

(
ϕ

22

)
. . . cos

(
ϕ

2n

)
=

sinϕ

2n sin
(
ϕ

2n

) =
sinϕ

ϕ
.
ϕ/2n

sin
(
ϕ

2n

)
è ñëåäîâàòåëíî

lim
n→∞

cos
(
ϕ

2

)
cos

(
ϕ

22

)
. . . cos

(
ϕ

2n

)
= lim

n→∞

sinϕ

ϕ
. lim
n→∞

ϕ/2n

sin
(
ϕ

2n

) = 1.1 = 1.

Òåîðåìà 4.5 Îïðåäåëåíèÿòà íà Õàéíå è íà Êîøè çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ ñà åêâèâàëåí-
òíè.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å îò îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå ñëåäâà îïðåäåëåíèåòî
íà Êîøè. Íåêà äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ñúùåñòâóâà ε0 > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî δ > 0
ñúùåñòâóâà x: 0 < |x − a| < δ è |f(x) − b| ≥ ε0. Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà δn = 1/n, çà
n ∈ N. Çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâà xn ñ ãîðíîòî ñâîéñòâî. Î÷åâèäíî, ÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà â îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå, íî |f(xn) − b| ≥ ε0 çà âñÿêî n ∈ N,
êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ôóíêöèÿòà èìà ãðàíèöà ïî Õàéíå.

Íåêà ñåãà ôóíêöèÿòà f èìà ãðàíèöà ïî Êîøè è {xn}∞n=1 å ðåäèöà, êëîíÿùà êúì a.
Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x: 0 < |x − a| < δ å â ñèëà
|f(x)− b| < ε. Îò limn→∞ xn = a ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà N , òàêà ÷å çà âñÿêî
n ≥ N å èçïúëíåíî 0 < |xn − a| < δ è ñëåäîâàòåëíî |f(xn) − b| < ε. Ñ òîâà äîêàçàõìå, ÷å
limn→∞ f(xn) = b. �

Ïðèìåð 4.9 Çà âñÿêî a > 0 å èçïúëíåíî limx→0 a
x = 1

I) Íåêà a ≥ 1. Íåêà limn→∞ xn = 0 è xn 6= 0. Äà ïîëîæèì αn =
[

1
|xn|

]
. Òîãàâà

αn ≤
1

|xn|
< αn + 1.

è limn→∞ αn = +∞. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å îò äàäåí íîìåð íàòàòúê αn > 0.

Çà âñÿêî xn > 0 å â ñèëà
1

a1/αn
≤ 1 ≤ axn ≤ a1/αn . Òîâà íåðàâåíñòâî å â ñèëà è çà xn < 0,

çàùîòî −xn > 0 è
1

a1/αn
≤ a−xn ≤ a1/αn . Òàêà ïîëó÷àâàìå

1

a1/αn
≤ 1 ≤ 1

axn
≤ a1/αn . Îò
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limn→∞ a
1/n = 1 ñëåäâà ÷å limn→∞ a

1/αn = 1 è ïîëó÷àâàìå, ÷å limn→∞ a
xn = 1 è ñëåäîâàòåëíî

limx→0 a
x = 1.

II) Íåêà 0 < a < 1. Òîãàâà äà ðàçãëåäàìå b = 1/a. Ñúãëàñíî ðàçãëåæäàíèÿòà â I)

limx→0 b
x = 1 è ñëåäîâàòåëíî limx→0 a

x = limx→0
1

(1/a)x
= 1.

Íåäîñòàòúê íà äâåòå îïðåäåëåíèÿ (ïî Õàéíå è ïî Êîøè) çà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ å,
÷å òðÿáâà äà óñïååì äà ñå äîñåòèì íà êîëêî å ðàâíà ãðàíèöàòà - ÷èñëîòî b, çà äà ìîæåì
äà îöåíÿâàìå ðàçëèêàòà |f(x) − b|. Ñúùèÿò ïðîáëåì îòáåëÿçàõìå è ïðè äåôèíèöèÿòà çà
ãðàíèöà íà ðåäèöà. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ãðàíèöà
íà ôóíêöèÿ áåç äà ñå âêëþ÷âà ãðàíè÷íàòà ñòîéíîñò b.

Îïðåäåëåíèå 4.3 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè â òî÷-
êàòà a, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè x1, x2: 0 < |x1 − a| < δ,
0 < |x2 − a| < δ å èçïúëíåíî |f(x1)− f(x2)| < ε.

Òåîðåìà 4.6 Ôóíêöèÿòà f èìà ãðàíèöà â òî÷êàòà a òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè â òî÷êàòà a.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limx→a f(x) = b. Òîãàâà ñïîðåä Îïðåäåëåíèå
4.2 çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî 0 < |x − a| < δ å èçïúëíåíî íåðà-

âåíñòâîòî |f(x) − b| < ε

2
. Òîãàâà çà âñåêè äâå x1, x2, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà

0 < |x1 − a| < δ è 0 < |x2 − a| < δ ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

|f(x1)− f(x2)| = |(f(x1)− b) + (b− f(x2))| ≤ |(f(x1)− b)|+ |f(x2)− b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Íåêà {xn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà, ñõîäÿùà êúì a. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà N ∈ N,
òàêîâà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |xn − a| < δ. Òîãàâà çà âñåêè äâå
n,m ≥ N å èçïúëíåíî |f(xn) − f(xm)| < ε. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {f(xn)}∞n=1 å ñõîäÿ-
ùà. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå ðåäèöè {xn}∞n=1, {yn}∞n=1, çà êîèòî limn→∞ f(xn) 6=
limn→∞ f(yn). Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà {zn}∞n=1, äåôèíèðàíà ñ

x1, y1, x2, y2, . . . , yn−1, xn, yn, xn+1, . . .

Ïî êîíñòðóêöèÿ limn→∞ zn = a. Îò òóê ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñåêè
n,m ≥ N ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà 0 < |zn − a| < δ è 0 < |zm − a| < δ. Ñëåäîâàòåëíî
å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî |f(zn) − f(zm)| < ε. êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöàòà {f(zn)}∞n=1 å
ñõîäÿùà. Òî ïðîòèâîðå÷è ñ äîïóñêàíåòî, ÷å ñúùåñòâóâàò äâå íåéíè ïîäðåäèöè {f(xn)}∞n=1,
{f(yn)}∞n=1, êîèòî èìàò ðàçëè÷íè ãðàíèöè. �

Çàäà÷è:

1) Êàòî èçïîëçâàòå äåôèíèöèÿòà çà ãðàíèöà íà Êîøè äîêàæåòå:
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à) lim
x→1

x2 + x− 1

2x− 5
= −1

3
; á) lim

x→2

x2 + x+ 5

x2 − 5
= −11;

â) lim
x→1

3x2 − 2x− 1

x3 − 1
=

4

3
; ã) lim

x→1

x2 − 5x+ 6

x2 − 12x+ 20
=

1

8
.

2) Ïîïúëíåòå ε− δ òàáëèöàòà

ε 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001
δ

çà ôóíêöèèòå ñ óêàçàíèòå ãðàíèöè:

à) lim
x→2

x2 = 4; á) lim
x→1

x2 = 1; â) lim
x→2

1

1− x2
= −1

3
; ã) lim

x→ 1
2

1

1− x2
=

4

3
.

4.3 Ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà

Îïðåäåëåíèå 4.4 (ïî Õàéíå) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî b å ëÿâà (äÿñíà) ãðàíèöà íà ôóí-
êöèÿòà f â òî÷êàòà a, àêî çà âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè {xn}∞n=1, xn < a (xn > a) çà
âñÿêî n ∈ N, êîÿòî å ñõîäÿùà êúì a, ðåäèöàòà {f(xn)}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì b è çàïèñâàìå
limx→a−0 f(x) = b (limx→a+0 f(x) = b).

Îïðåäåëåíèå 4.5 (ïî Êîøè) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî b å ëÿâà (äÿñíà) ãðàíèöà íà ôóíêöè-
ÿòà f â òî÷êàòà a, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, óäîâëåò-
âîðÿâàùî a− δ < x < a (a < x < a+ δ) å èçïúëíåíî |f(x)− b| < ε.

Ïðèìåð 4.10 Ôóíêöèÿòà f(x) =
x

|x|
èìà ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà â 0, íî íÿìà ãðàíèöà â 0.

Ôèãóðà 42: Ãðàôèêà íà
ôóíêöèÿòà

x

|x|

Íàèñòèíà îò ïðåäñòàâÿíåòî:

f(x) =

{
1, x > 0
−1, x < 0

âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å limx→0−0 f(x) = −1 è limx→0+0 f(x) = 1.
Ñ êîìàíäàòà f := x → F , êúäåòî F å ôóíêöèÿ çàäàäå-

íà ÷ðåç ôîðìóëà ñ ïðîìåíëèâà x, ñå äåôèíèðà ôóíêöèÿ f â
Maple. Ôóíêöèÿòà ½ìîäóë� å äåôèíèðàíà âMaple ñ êîìàíäàòà
abs(x) èëè |x|.
g := x→ x

abs(x)
;

x

|x|
Àêî ñå îïèòàìå äà ïðåñìåòíåì ãðàíèöàòà
limit(g(x), x = 0);
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Maple âðúùà
undefined

Çà äà ìîæåì äà òúðñèì ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà íà ôóíê-
öèÿ â Maple, òðÿáâà äà äîáàâèì äîïúëíèòåëåí ïàðàìåòúð left èëè right.
limit(g(x), x = 0, left);
−1
limit(g(x), x = 0, right);
1
plot(g(x), x = −2..2, y = −2..2, discont = true);

Ïðèìåð 4.11 Ôóíêöèÿòà

f(x) =


cos

(
1

x

)
, x < 0

x cos
(

1

x

)
, x > 0

èìà ëÿâà è íÿìà äÿñíà ãðàíèöà â 0.

Êîãàòî ñå äåôèíèðà ôóíêöèÿ ñ ðàçëè÷íè ôîðìóëè ïðè ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ïðî-
ìåíëèâàòà x ñå èçïîëçâà êîìàíäàòà piecewise.

Ôèãóðà 43: Ãðàôèêà íà
ôóíêöèÿòà îò Ïðèìåð 4.11

f := x→ piecewise
(

0 < x, x · cos
(

1

x

)
, 0 > x, cos

(
1

x

))
;

f(x) =


x cos

(
1

x

)
, x > 0

cos
(

1

x

)
, x < 0

plot(g(x), x = −2..2, y = −2..2, discont = true);

limit(g(x), x = 0, left);

−1..1

limit(g(x), x = 0, right);
0

Òåîðåìà 4.7 Ôóíêöèÿòà f èìà ãðàíèöà â òî÷êàòà a òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ñúùåñòâóâàò ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà â òî÷êàòà a è òå ñà ðàâíè.

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî f èìà ãðàíèöà â òî÷êàòà a ñëåäâà, ÷å òÿ èìà è ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà
â òî÷êàòà a.
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Íåêà ñåãà f èìà ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà â òî÷êàòà a, êîèòî ñà ðàâíè íà b. Íåêà ε > 0.
Îò îïðåäåëåíèåòî çà ëÿâà è äÿñíà ãðàíèöà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò δ1 > 0 è δ2 > 0, òàêà ÷å

|f(x)− b| < ε çà âñÿêî x ∈ (a− δ1, a)
|f(x)− b| < ε çà âñÿêî x ∈ (a, a+ δ2).

(10)

Èçáèðàìå δ = min{δ1, δ2}. Òîãàâà îò (10) ñëåäâà

|f(x)− b| < ε çà âñÿêî x ∈ (a− δ, a+ δ)

�

Çàäà÷è

1) Èçñëåäâàéòå â êîè òî÷êè ôóíêöèÿòà f èìà ãðàíèöà

à) f(x) =

{
x2, x ≥ 0,
−x, x < 0;

á) f(x) =


1 + x, x < −1,

x2, −1 ≤ x ≤ 1,
2− x, x > 1;

â) f(x) =


1 + sin(x), x < 0,

cos(x), 0 ≤ x ≤ π,
sin(x), x > π;

ã) f(x) =

{ √
x− 4, x > 4,

8− 2x, x < 4;

ä) f(x) =


x, x < 1,
3, x = 1,

2− x2, 1 < x ≤ 2,
x− 3, x > 2

e) f(x) =
x2 + x− 6

|x− 2|
.

2) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå

à) limx→2−0
2x

1− x2
; á) limx→2−0

2x2 + 2

x2 − 3x+ 2
;

â) limx→2+0
3x+ 2

x2 + 3x+ 2
; ã) limx→2+0

x2 − 1

x3 − 4x2 + 5x− 2
;

4.4 Ãðàíèöà â áåçêðàéíîñòòà

Îïðåäåëåíèå 4.6 (ïî Õàéíå) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî b å ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f ïðè x→
+∞ (x → −∞), àêî çà âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè {xn}∞n=1, limn→∞ xn = +∞ (limn→∞ xn =
−∞) ðåäèöàòà {f(xn)}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì b è çàïèñâàìå limx→+∞ f(x) = b (limx→−∞ f(x) =
b).

Îïðåäåëåíèå 4.7 (ïî Êîøè) Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî b å ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà f ïðè x→
+∞ (x → −∞), àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà B > 0 (B < 0), òàêà ÷å çà âñÿêî x,
óäîâëåòâîðÿâàùî x > B (x < B) å èçïúëíåíî |f(x)− b| < ε.

Òåîðåìà 4.8 Îïðåäåëåíèå 4.6 å åêâèâàëåíòíî íà Îïðåäåëåíèå 4.7.
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Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.5.

Òåîðåìà 4.9 Ôóíêöèÿòà f èìà ãðàíèöà ïðè x → +∞ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà
âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà B > 0, òàêà ÷å çà âñåêè x1, x2 > B å èçïúëíåíî |f(x1)−f(x2)| < ε.

Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.6.

Îïðåäåëåíèå 4.8 (ïî Õàéíå) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà ãðàíèöà +∞ (−∞) ïðè
x → a, àêî çà âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè {xn}∞n=1, limn→∞ xn = a ðåäèöàòà {f(xn)}∞n=1 å
ñõîäÿùà êúì +∞ (−∞) è çàïèñâàìå limx→+∞ f(x) = +∞ (limx→−∞ f(x) = −∞).

Îïðåäåëåíèå 4.9 (ïî Êîøè) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà ãðàíèöà +∞ (−∞) ïðè x→
a, àêî çà âñÿêîM > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, óäîâëåòâîðÿâàùî 0 < |x−a| <
δ å èçïúëíåíî f(x) > M (f(x) < −M).

Òåîðåìà 4.10 Îïðåäåëåíèå 4.8 å åêâèâàëåíòíî íà Îïðåäåëåíèå 4.9.

Äîêàçàòåëñòâîòî ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.5.

Ïðèìåð 4.12 Äîêàæåòå, ÷å limx→0
1

x2
= +∞

Ôèãóðà 44: lim
x→0

1

x2
= +∞

Íåêà M > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Èçáè-

ðàìå δ =
1√
M
. Òîãàâà çà âñÿêî 0 < |x − 0| =

|x| < δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
1

x2
> M

(Ôèã. 44).

Îïðåäåëåíèå 4.10 Íåêà ôóíêöèÿòà f å äåôè-
íèðàíà ïðè x > a (x < a). Êàçâàìå, ÷å ïðàâàòà
y = kx + b å àñèìïòîòà çà ôóíêöèÿòà f ïðè
x → +∞ (x → −∞), àêî limx→+∞(f(x) − kx −
b) = 0 (limx→−∞(f(x)− kx− b) = 0).

Îïðåäåëåíèå 4.10 îçíà÷àâà, ÷å â áåçêðàé-
íîñòòà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà ñå äîáëèæàâà
âñå ïîâå÷å äî íÿêîÿ ôèêñèðàíà ïðàâà.

Íåêà äà íà÷åðòàåì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) =


x3 + 1

x2 + 1
, x < 0

2x2 + 1

x+ 1
, x ≥ 0

è íà ïðàâèòå

y = x, y = 2x− 2 (Ôèã 45).

f := x→ piecewise

(
x < 0,

x3 + 1

x2 + 1
, 0 ≤ x,

2 · x2 + 1

x+ 1

)
;

plot([f(x), x, 2 · x− 2], x = −10..10, y = −10..10);
Çàáåëÿçâàìå, ÷å ïðàâàòà y = x å àñèìïòîòà â −∞, à ïðàâàòà y = 2x− 2 å àñèìïòîòà

â +∞.

85



Ôèãóðà 45: Ãðàôèêà íà ôóíêöèèòå f(x), y = x è y = 2x− 2

Òâúðäåíèå 4.1 Ïðàâàòà y = kx + b å àñèìïòîòà çà ôóíêöèÿòà f ïðè x → +∞ (x →
−∞) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî limx→+∞

f(x)
x

= k (limx→−∞
f(x)
x

= k) è limx→+∞(f(x)−
kx) = b (limx→−∞(f(x)− kx) = b).

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî çà x→ +∞.
Íåêà ïðàâàòà y = kx + b å àñèìïòîòà çà ôóíêöèÿòà f ïðè x → +∞. Òîãàâà îò

limx→+∞(f(x)− kx− b) = 0 ïîëó÷àâàìå limx→+∞(f(x)− kx) = b. Îò ãðàíèöàòà

0 = lim
x→+∞

(
f(x)− kx− b

x

)
= lim

x→+∞

(
f(x)

x
− k

)

ñëåäâà, ÷å lim
x→+∞

f(x)

x
= k.

Îáðàòíî, àêî lim
x→+∞

f(x)

x
= k è limx→+∞(f(x)− kx) = b, òî î÷åâèäíî limx→+∞(f(x)−

kx− b) = 0. �

Òâúðäåíèå 4.2 Àêî f(x) > 0 (f(x) < 0), òî limx→a f(x) = +∞ (limx→a f(x) = −∞)

òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî limx→a
1

f(x)
= 0

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò Òâúðäåíèå 2.10 è Òâúðäåíèå 2.11. �

Òâúðäåíèå 4.3 Ãðàíèöèòå limx→+∞ f(x) è limt→0+0 f
(

1

t

)
(limx→−∞ f(x) è limt→0−0 f

(
1

t

)
)

ñúùåñòâóâàò åäíîâðåìåííî è ñà ðàâíè.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëäâà îò Òâúðäåíèå 2.10 è Òâúðäåíèå 2.11. �

Ïðèìåð 4.13 Èçïúëíåíî e limx→∞

(
1 +

1

x

)x
= limx→0(1 + x)1/x = e.
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Çíàåì, ÷å çà âñÿêà ðàñòÿùà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà nk å èçïúëíåíî lim
k→∞

(
1 +

1

nk

)nk
= e.

1) Íåêà {xk}∞k=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà, êëîíÿùà êúì +∞. Àêî ïîëîæèì nk = [xk], òî

nk ≤ xk < nk + 1, limk→∞ nk = +∞ è
1

nk + 1
<

1

xk
≤ 1

nk
. Òàêà ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

(
1 +

1

nk + 1

)nk
<
(

1 +
1

xk

)xk
<
(

1 +
1

nk

)nk+1

.

Òîãàâà îò ãðàíèöèòå

lim
k→∞

(
1 +

1

nk + 1

)nk
= lim

k→∞

(
1 +

1

nk

)nk+1

= e

ñëåäâà limk→∞
(
1 + 1

xk

)xk
= e.

2) Àêî {xk}∞k=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà, êëîíÿùà êúì −∞, ïîëàãàìå yk = −xk è ïîëó-
÷àâàìå, ÷å yk → +∞. Òàêà ïîëó÷àâàìå

(
1 +

1

xk

)xk
=

(
1− 1

yk

)−yk
=

(
yk

yk − 1

)yk
=

(
1 +

1

yk − 1

)yk
.

(
1 +

1

yk − 1

)xk
→ e.

Àêî íàïðàâèì ïîëàãàíåòî x =
1

α
â èçðàçà limx→0(1 + x)1/x, òî ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

(1 + x)1/x = lim
α→∞

(
1 +

1

α

)α
= e

Ïðèìåð 4.14 Ïîêàæåòå, ÷å limx→±∞ arctg x = ±π
2

Ùå äîêàæåì limx→+∞ arctg x =
π

2
. Äðóãàòà ãðàíèöà ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Èçáèðàìå x0, òàêà ÷å x0 = tg
(
π

2
− ε

)
. Òîãàâà îò

ìîíîòîííîñòòà íà ôóíêöèÿòà tg ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî x > x0 å èçïúëíåíî arctg x >
π

2
− ε è

ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x > x0 ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

0 <
π

2
− arctg x < ε.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→+∞

√
x+

√
x+
√
x

√
x+ 1

; á) lim
x→+∞

√
x+ 3
√
x+ 4
√
x√

2x+ 1
; â) lim

x→+∞

(√
x+

√
x+
√
x−
√
x

)
;
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ã) lim
x→+∞

x
(√

x2 + 2x− 2
√
x2 + x+ x

)
; ä) lim

x→0+0


√√√√√1

x
+

√√√√1

x
+

√
1

x
−

√√√√√1

x
−

√√√√1

x
+

√
1

x

;
å) lim

x→+∞

(
3
√
x3 + x2 + 1− 3

√
x3 − x2 + 1

)
; æ) lim

x→+∞

(
3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
;

2) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→+∞

arcsin
(

1− x
1 + x

)
; á) lim

x→+∞
arccos

(√
x2 + x− x

)
; â) lim

x→−∞
arctg

(
x√

1 + x2

)
;

ã) lim
x→+∞

1

1 + e1/x
; ä) lim

x→0+0
x ln(x); å) lim

x→0

e−1/x2

x4
.

3) Íàìåðåòå àñèìïòîòèòå íà f :

à) f(x) =
x3

x2 + x− 2
; á) f(x) =

√
x2 + x; â) f(x) = 3

√
x2 − x3;

ã) f(x)
xex

ex − 1
; ä) f(x) = ln(1 + ex); å) f(x) = x+ arcsin

(
1

x

)
.

4.5 Íÿêîè ñâîéñòâà íà ôóíêöèè, êîèòî èìàò ãðàíèöà

Òâúðäåíèå 4.4 Àêî limx→a f(x) = b > 0, òî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî 0 <
|x− a| < δ å èçïúëíåíî f(x) > b/2.

Ôèãóðà 46: Ñâîéñòâà íà ôóíêöèè, êîèòî
èìàò ãðàíèöà

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà èçáåðåì ε = b/2 (Ôèã.
46). Òîãàâà ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å |f(x)−b| <
b/2 çà âñÿêî 0 < |x− a| < δ, ò.å.

1

2
b = b− b/2 < f(x) < b+ b/2 =

3

2
b.

�

Ñëåäñòâèå 4.1 Àêî limx→a f(x) = b > 0, òî
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî 0 < |x−a| <
δ å èçïúëíåíî f(x) > 0.

Îïðåäåëåíèå 4.11 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâî-
òî U ⊂ R å îòâîðåíî, àêî çà âñÿêî a ∈ U ñú-
ùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å (a− δ, a+ δ) ⊂ U .

Îêîëíîñò íà òî÷êàòà x ∈ R íàðè÷àìå âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî U , êîåòî ñúäúðæà
òî÷êàòà x.
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Îïðåäåëåíèå 4.12 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å îãðàíè÷åíà â ìíîæåñòâîòî U , àêî ñú-
ùåñòâóâà M , òàêà ÷å |f(x)| ≤M çà âñÿêî x ∈ U .

Òåîðåìà 4.11 (îãðàíè÷åíîñò íà ôóíêöèÿ, êîÿòî èìà ãðàíèöà) Àêî ôóíêöèÿòà f èìà
ãðàíèöà â òî÷êàòà a, òîãàâà f å îãðàíè÷åíà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà a.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà èçáåðåì ε = 1. Ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî 0 < |x− a| < δ
å èçïúëíåíî |f(x)− b| < 1, ò.å.

b− 1 < f(x) < b+ 1.

Àêî ïîëîæèì M = max{|b− 1|, |b+ 1|}, òî ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî |f(x)| ≤M çà âñÿêî
0 < |x− a| < δ �

Çàäà÷è:

1) Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f å îãðàíè÷åíà â òî÷êàòà a:

à)
(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
, a = 0; á)

x2 − 5x+ 6

x2 − 8x+ 15
, a = 3; â)

x4 − 3x+ 2

x5 − 4x+ 3
, a = 1.

4.6 Áåçêðàéíî ìàëêè è áåçêðàéíî ãîëåìè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 4.13 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å áåçêðàéíî ìàëêà ïðè x→ c, àêî

lim
x→c

f(x) = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.14 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å áåçêðàéíî ãîëÿìà ïðè x→ c, àêî

lim
x→c
|f(x)| = +∞.

Ïðèìåð 4.15 limx→+∞ a
x = +∞, limx→−∞ a

x = 0 çà âñÿêî a > 1.

Îò Ïðèìåð 4.15 ñëåäâà, ÷å ax ïðè a > 1 å áåçêðàéíî ãîëÿìà â +∞ è å áåçêðàéíî
ìàëêà â −∞.

Ïðèìåð 4.16 limx→+∞ loga x = +∞, limx→0+0 loga x = −∞ çà âñÿêî a > 1.

Îò Ïðèìåð 4.16 ñëåäâà, ÷å loga x ïðè a > 1 å áåçêðàéíî ãîëÿìà â +∞ è â −∞.

Ïðèìåð 4.17 limx→+∞
ax

x
= +∞, limx→+∞

ax

xk
=∞ çà âñÿêî a > 1 è âñÿêî k > 0.

Îò Ïðèìåð 4.17 ñëåäâà, ÷å
ax

xk
ïðè a > 1 è k > 0 å áåçêðàéíî ãîëÿìà â +∞.
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Ïðèìåð 4.18 limx→+∞
loga x

x
= 0, limx→+∞

loga x

xk
= 0 çà âñÿêî a > 1 è âñÿêî k > 0.

Îò Ïðèìåð 4.18 ñëåäâà, ÷å
loga x

xk
ïðè a > 1 è k > 0 å áåçêðàéíî ìàëêà â +∞.

Òâúðäåíèå 4.5 Àêî ôóíêöèèòå f è g ñà áåçêðàéíî ìàëêè ïðè x→ c, òî è f ± g è f.g ñà
áåçêðàéíî ìàëêè ïðè x→ c.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò ðàâåíñòâàòà

lim
x→c

(f ± g)(x) = lim
x→c

f(x)± lim
x→c

g(x)

è
lim
x→c

f(x).g(x) = lim
x→c

f(x). lim
x→c

g(x).

�

×åñòî ñå ðàçãëåæäàò ðàçëè÷íè ôóíêöèè f è g íà åäíà è ñúùà ïðîìåíëèâà x, êîèòî
ñà èëè áåçêðàéíî ìàëêè èëè áåçêðàéíî ãîëåìè â åäíî è ñúùî ÷èñëî a.

Îïðåäåëåíèå 4.15 Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà áåçêðàéíî ìàëêè ïðè x → c. Êàçâàìå, ÷å

f è g ñà áåçêðàéíî ìàëêè îò åäèí è ñúùè ðåä, àêî limx→c
f(x)

g(x)
= M > 0.

Î÷åâèäíî, ÷å â òîçè ñëó÷àé èìàìå f = O(g) è g = O(f).

Îïðåäåëåíèå 4.16 Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà áåçêðàéíî ìàëêè ïðè x → c. Êàçâàìå, ÷å

f è g ñà åêâèâàëåíòíè â òî÷êàòà c, àêî limx→c
f(x)

g(x)
= 1 è çàïèñâàìå f c∼ g.

Ïðèìåð 4.19 Ôóíêöèèòå sinx, tg x, x ñà åêâèâàëåíòíè â òî÷êàòà 0.

Âåðíîñòòà ñëåäâà îò ãðàíèöèòå lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

tg x

x
= 1 è lim

x→0

sinx

tg x
= 1.

Òâúðäåíèå 4.6 Íåêà ôóíêöèèòå f , g è h ñà áåçêðàéíî ìàëêè ïðè x → c. Àêî f c∼ h è

g c∼ h, òî f c∼ g.

Îïðåäåëåíèå 4.17 Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà áåçêðàéíî ìàëêè ïðè x → c. Êàçâàìå, ÷å

f èìà ïî-âèñîê ðåä îò g, àêî limx→c
f(x)

g(x)
= 0 è çàïèñâàìå f = o(g).

Ïðèìåð 4.20 limx→0
(1 + x)a − 1

x
= a, çà âñÿêî a > 0, a ∈ Q.
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I) Íåêà a ∈ N. Îò Íþòîíîâèÿ áèíîì ïîëó÷àâàìå

(1 + x)n − 1

x
=

(
n
1

)
x+

(
n
2

)
x2 + · · ·+

(
n
n

)
xn

x

=

(
n
1

)
+

(
n
2

)
x+ · · ·+

(
n
n

)
xn−1

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä â ãîðíîòî ðàâåíñòâî ïðè x→ 0 ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

(1 + x)n − 1

x
= lim

x→0

((
n
1

)
+

(
n
2

)
x+ · · ·+

(
n
n

)
xn−1

)
= n.

II) Íåêà a =
1

n
, êúäåòî n ∈ N. Ñëåä ïîëàãàíå íà n

√
1 + x− 1 = y ïîëó÷àâàìå

n
√

1 + x− 1

x
=

y

(1 + y)n − 1

Îò óñëîâèåòî x→ 0 ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ðàçãëåæäàìå |x| < 1 è òîãàâà îò íåðàâåíñòâàòà
1− |x| < n

√
1 + x < 1 + |x| ïîëó÷àâàìå lim

x→0
y = lim

x→0

n
√

1 + x− 1 = 0. Ñëåäîâàòåëíî

lim
x→0

n
√

1 + x− 1

x
= lim

y→0

y

(1 + y)n − 1
=

1

n
.

III) Íåêà a =
p

q
∈ Q. Ïîëàãàìå y = q

√
1 + x− 1. Òîãàâà

lim
x→0

(1 + x)p/q − 1

x
= lim

y→0

(1 + y)p − 1

(1 + y)q − 1
= lim

y→0

(1 + y)p − 1

y

y

(1 + y)q − 1
=
p

q
.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ôóíêöèèòå (1 + x)a − 1, a > 0, a ∈ Q è x ñà áåçêðàéíî ìàëêè

îò åäèí è ñúùè ðåä â íóëàòà, ò.å. (1 + x)a − 1 = O(x), íî íå å èçïúëíåíî (1 + x)a − 1
0∼ x.

Ðàçáèðà ñå ìîæåì äà çàïèøåì
(1 + x)a − 1

a
0∼ x.

Ïðèìåð 4.21 limx→0

n
√

1 + x− 1− x

n
x2

= −n− 1

2n2
, çà âñÿêî n ∈ N.

Ïîëàãàìå îòíîâî y = n
√

1 + x− 1 è ïîëó÷àâàìå

lim
y→0

y − 1
n
((1 + y)n − 1)

((1 + y)n − 1)2
= lim

y→0

n−1
2
y2 + · · ·

n2y2 + · · ·
= −n− 1

2n2
.
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Ïðèìåð 4.22 limx→0
1− cosx

x2
=

1

2
è limx→0

tg x− sinx

x3
=

1

2
.

Íàèñòèíà

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

2 sin2
(
x
2

)
x2

= lim
x→0

1

2
·
(

sin x
2

x
2

)2

=
1

2

è

lim
x→0

tg x− sinx

x3
= lim

x→0

1

cosx
· sinx

x
· 1− cosx

x2
=

1

2
.

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å ôóíêöèèòå 1− cosx = O(x2), tg x− sinx = O(x3) â íóëàòà.
Èçïîëçâàéêè ñèìâîëúò o ìîæåì äà çàïèøåì, ÷å 1 − cosx = o(x) è 1 − cosx = o(xα)

çà âñÿêî α ∈ [1, 2).

Ïðèìåð 4.23 lim
x→0

√
x+ 1 +

√
x− 1− 2

√
x

x3/2
= −1/4

Îò ïîñëåäíèÿ ïðèìåð ñëåäâà, ÷å
√
x+ 1 +

√
x− 1− 2

√
x = O(x3/2).

Òâúðäåíèå 4.7 Àêî ôóíêöèèòå f è g ñà áåçêðàéíî ãîëåìè ïðè x → c, òî è f + g è f.g
ñà áåçêðàéíî ãîëåìè ïðè x→ c.

Òâúðäåíèå 4.2 ìîæå äà áúäå èçêàçàíî è ñ òåðìèíèòå íà áåçêðàéíî ìàëêà�áåçêðàéíî
ãîëÿìà ôóíêöèÿ.

Òâúðäåíèå 4.8 Ôóíêöèÿòà f å áåçêðàéíî ãîëÿìà ïðè x → c òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî
1

f
å áåçêðàéíî ìàëêà ïðè x→ c.

Îïðåäåëåíèå 4.18 Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà áåçêðàéíî ãîëåìè ïðè x → c. Êàçâàìå, ÷å

f è g ñà áåçêðàéíî ãîëåìè â òî÷êàòà c îò åäèí è ñúùè ðåä, àêî limx→c
f(x)

g(x)
= M > 0.

Îïðåäåëåíèå 4.19 Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà áåçêðàéíî ãîëåìè ïðè x → c. Êàçâàìå, ÷å

f è g ñà åêâèâàëåíòíè â òî÷êàòà c, àêî limx→c
f(x)

g(x)
= 1 è çàïèñâàìå f c∼ g.

Îò Ïðèìåð 4.17 è Ïðèìåð 4.18 ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî a > 1 å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî
1
ax

= o
(

1
xk

)
è 1

x
= o

(
1

logka x

)
â +∞ çà âñÿêî k > 0.
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Çàäà÷è:

1) Äîêàæåòå ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè ïðè x→ 0:

à) 2x− x2 = O(x); á) x sin
√
x = O

(
x

3
2

)
; â) x sin

(
1

x

)
= O(|x|);

ã) lnx = o
(

1

xε

)
çà âñÿêî ε > 0; ä)

√
x+

√
x+
√
x ∼ 8
√
x;

å) arctg
(

1

x

)
= O(1); æ) (1 + x)n − 1− nx = o(x).

2) Äîêàæåòå ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíîñòè ïðè x→ +∞:

à) 2x3 − 3x2 = O(x3); á)
x+ 1

x2 + 1
= O

(
1

x

)
; â) x+ x2 sinx 6= O(x2);

ã)
arctgx

1 + x2
= 0

(
1

x2

)
; ä) lnx = o(xε) çà âñÿêî ε > 0; å)

√
x+

√
x+
√
x ∼
√
x.

93



5 Íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5.1 Íåêà òî÷êàòà a ïðèíàäëåæè íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóí-
êöèÿòà f è å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà íåãî. Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà a, àêî

lim
x→a

f(x) = f(a).

Çà äà èçáåãíåì ïîâòîðåíèåòî: ½òî÷êàòà a ïðèíàäëåæè íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî
íà ôóíêöèÿòà f �, ùå ñå óãîâîðèì, êîãàòî èçïîëçâàìå çàïèñà f(a), ÷å a ïðèíàäëåæè íà
äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî íà ôóíêöèÿòà f .

Èçïîëçâàéêè Îïðåäåëåíèå 4.2, Îïðåäåëåíèå 5.1 ìîæå äà ñå èçêàæå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Îïðåäåëåíèå 5.2 (ïî Êîøè) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà a,
àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, óäîâëåòâîðÿâàùî |x − a| < δ å
èçïúëíåíî |f(x)− f(a)| < ε.

Ôèãóðà 47: Íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà
1

x
â òî÷êà x0 > 0

Ïðèìåð 5.1 Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f(x) =
1

x
. Íàìåðåòå δ > 0 çà ε = 0, 01, òàêà ÷å

äà ñå óäîâëåòâîðÿâà Îïðåäåëåíèå 5.2 â òî÷êèòå x0 = 0, 1, x0 = 0, 01, x0 = 0, 001 (Ôèã.
47).

Äà çàïèøåì

|f(x)− f(x0)| =
∣∣∣∣1x − 1

x0

∣∣∣∣ =
|x− x0|
x.x0

≤ |x− x0|
x0(x0 − |x− x0|)

.(11)
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Òúðñèì δ > 0, òàêà ÷å çà âñè÷êè x, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî |x − x0| < δ äà

áúäå óäîâëåòâîðåíî íåðàâåíñòâîòî
|x− x0|

x0(x0 − |x− x0|)
< ε. Íåêà äà ïîëîæèì u = |x − x0|.

Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî
|x− x0|

x0(x0 − |x− x0|)
< ε å åêâèâàëåíòíî íà u <

x0ε
2

1 + x0ε
çà x0 > 0.

Ïîëàãàìå δ(x0, ε) =
x0ε

2

1 + x0ε
. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x, óäîâëåòâîðÿâàùî íåðàâåíñòâîòî

|x− x0| < δ(x0, ε), å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâî (11). Ïîïúëâàìå òàáëèöàòà çà ε = 0.001 è x0:

x0 0, 1 0, 01 0, 001
δ 0, 000008 0, 0000008 0, 00000008

ε := 0.001;

for i from 1 to 3 do

ε2

10i

1 +
ε

10i

end do;

0.000009990009990
9.99900010010−7

9.99990000110−8

Èçïîëçâàéêè Îïðåäåëåíèå 4.1, Îïðåäåëåíèå 5.1 ìîæå äà ñå èçêàæå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Îïðåäåëåíèå 5.3 (ïî Õàéíå) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà a,
àêî çà âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1, ñõîäÿùà êúì a å èçïúëíåíî lim

n→∞
f(xn) = f(a).

Ïðèìåð 5.2 Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèÿòà

f(x) =

 sin
(

1

x

)
x 6= 0

0 x = 0

â òî÷êàòà x0 = 0.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å íå å âúçìîæíî äà èçñëåäâàìå çà íåïðåêúñíàòîñò â òî÷êàòà 0 ôóí-

êöèÿòà f(x) = sin
(

1

x

)
, çàùîòî òÿ íå å äåôèíèðàíà â òî÷êàòà 0. Çà ðàçëèêà îò ïîíÿòèåòî

ãðàíèöà, êúäåòî íå å íóæíî ôóíêöèÿòà äà áúäå äåôèíèðàíà â òî÷êàòà, â êîÿòî èçñëåä-
âàìå ñúùåñòâóâàíå íà ãðàíèöà, ïðè íåïðåêúñíàòîñòòà å íåîáõîäèìî ôóíêöèÿòà äà áúäå
äåôèíèðàíà â èçñëåäâàíàòà òî÷êà.

Íåêà èçáåðåì ðåäèöèòå xn =
1

nπ
è yn =

2

π(1 + 4n)
. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å f(xn) = 0 è

f(yn) = 1. Òàêà ïîñòðîèõìå äâå ðåäèöè, ñõîäÿùè êúì 0, çà êîèòî ðåäèöèòå îò ôóíêöèî-
íàëíèòå èì ñòîéíîñòè èìàò ðàçëè÷íè ãðàíèöè è ñïîðåä Îïðåäåëåíèå 5.3 ôóíêöèÿòà íÿìà
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ãðàíèöà.

limit

sin

 1
1

floor(n)·π

 , n = infinity


0

limit

sin

 1
2

1+4·floor(n)·π

 , n = infinity


1

Îïðåäåëåíèå 5.4 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : ∆ → R å íåïðåêúñíàòà â ∆, àêî å íåïðå-
êúñíàòà âúâ âñÿêà òî÷êà a ∈ ∆.

Âúçìîæíî å ∆ = [a, b]. Òîãàâà êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà a (b), àêî limx→a+0 f(x) = f(a) (limx→b−0 f(x) = f(a)). Íàïðèìåð f(x) =

√
1− x2 å

íåïðåêúñíàòà âúâ âñÿêà òî÷êà îò äåôèíèöèîííîòî ñè ìíîæåñòâî [−1, 1].
Ôóíêöèÿòà iscont â Maple ïðîâåðÿâà, äàëè äàäåíà ôóíêöèÿ å íåïðåêúñíàòà â öå-

ëèÿ óêàçàí èíòåðâàë. Ìîæåì äà ïðîâåðÿâàìå çà íåïðåêúñíàòîñò, êàêòî â îòâîðåí èí-
òåðâàë, òàêà è â çàòâîðåí èíòåðâàë: iscont(expr, x = a..b), iscont(expr, x = a..b,′ closed′),
iscont(expr, x = a..b,′ open′). Ôóíêöèÿòà iscont âðúùà êàòî ðåçóëòàò true � èñòèíà, àêî
ôóíêöèÿòà å íåïðåêúñíàòà è false � ëúæà, àêî èìà ïîíå åäíà òî÷êà â êîÿòî ôóíêöèÿòà
íå å íåïðåêúñíàòà.

iscont
(

1

x
, x = 0..1

)
true

iscont
(

1

x
, x = −1..1

)
false

f := x→ piecewise(x 6= 0, sin
(

1

x

)
, x = 0, 0); f(x);

x→ piecewise
(
x 6= 0, sin

(
1

x

))

f(x) =

 sin
(

1

x

)
x 6= 0

0 x = 0
iscont(f(x), x = −1..1)
false

Çàäà÷è
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1) Ïîïúëíåòå ε � δ òàáëèöàòà:

ε 0, 1 0, 05 0, 01 0, 005 0, 001 0, 0005 0, 0001
δ

à) f(x) = x2, a = 1; á) f(x) = x2, a = 2; â) f(x) = x2, a = 5;
ã) f(x) = x3, a = 1; ä) f(x) = x3, a = 2; å) f(x) = x3, a = 5;
æ) f(x) =

√
x, a = 1; ç) f(x) =

√
x, a = 2; è) f(x) =

√
x, a = 5;

é) f(x) = 3
√
x, a = 1; ê) f(x) = 3

√
x, a = 2; ë) f(x) = 3

√
x, a = 5;

2) Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà a.

à) f(x) = 3x4− 5x+ 3
√
x2 + 4, a = 2; á) f(x) = (x+ 2x3)4, a = −1; ã) f(x) =

2x− 3x2

1 + x3
, a = 1;

ä) f(x) =


1

x+ 2
, x 6= −2

1, x = −2
, a = −2; å) f(x) =


1

x
, x ≥ 1

1− x2, x < 1
, a = 1;

æ) f(x) =


x2 − x1

x2 − 1
, x 6= 1

1, x = 1
, a = 1; ç) f(x) =


cosx, x < 1

0, x = 1

1− x2, x > 0

, a = 0;

3) Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèÿòà f â èíòåðâàëà.

à) f(x) =
2x+ 3

x− 2
, x ∈ (2,+∞); á) f(x) = 2

√
3− x, x ∈ (−∞, 3];

â) f(x) =

{
x2, x < 1√
x, x ≥ 1;

ã) f(x) =


sinx, x <

π

4

cosx, x ≥ π

4
.

5.1 Àðèòìåòè÷íè äåéñòâèÿ ñ íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè

Òåîðåìà 5.1 Íåêà ôóíêöèèòå f, g : (a, b) → R ñà íåïðåêúñíàòè â òî÷êàòà x0 ∈ (a, b).
Òîãàâà:
1) f(x)± g(x) è f(x).g(x) ñà íåïðåêúñíàòà â x0;

2) Àêî g(x0) 6= 0, òî
f(x)

g(x)
å íåïðåêúñíàòà â x0.

Äîêàçàòåëñòâî: Òâúðäåíèåòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Òåîðåìà 4.1. �

Ïðèìåð 5.3 Êîíñòàíòíàòà ôóíêöèÿ f(x) = c å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x0 ∈ R.

Íàèñòèíà, íåêà a ∈ R è ε > 0. Çà âñÿêî δ > è çà âñÿêî x ∈ (a − δ, a + δ) ñëåäâà
íåðàâåíñòâîòî |f(x)− f(a)| = 0 < ε.
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Ïðèìåð 5.4 Ôóíêöèÿòà xn, n ∈ N å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x0 ∈ R.

Ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 5.2 ôóíêöèÿòà x å íåïðåêúñíàòà. Íåêà a ∈ R è ε > 0. Èç-
áèðàìå δ = ε. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ (a − δ, a + δ) ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî |x − a| < ε. Ñåãà
ïðèëàãàéêè èíäóêöèÿ è Òåîðåìà 5.1 ïîëó÷àâàìå, ÷å x2 = x.x, x3 = x2.x,...,xn = x.xn−1 å
íåïðåêúñíàòà.

Ïðèìåð 5.5 Ôóíêöèÿòà
∑n
k=0 akx

k, êúäåòî ak ∈ R å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x0 ∈ R.

Òúé êàòî êîíñòàíòàòà ak å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ è xk å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, òî
è akxk å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Òîãàâà a0 + a1x å íåïðåêúñíàòà, (a0 + a1x) + a2x

2 ñúùî å
íåïðåêúñíàòà. Ñëåäîâàòåëíî è (a0 + a1x+ a2x

2) + a3x
3 å íåïðåêúñíàòà è ò.í.

Ïðèìåð 5.6 Òðèãîíîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè sinx, cosx, tg x è cotgx ñà íåïðåêúñíàòè çà
âñÿêî x.

Íàèñòèíà, îò

| sinx− sin a| = 2
∣∣∣∣sin x− a2

cos
x+ a

2

∣∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣∣sin x− a2

∣∣∣∣ ≤ 2
|x− a|

2

ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî ε ìîæåì äà èçáåðåì δ = ε, òàêà ÷å çà âñÿêî 0 < |x − a| < δ äà å
èçïúëíåíî

| sinx− sin a| < ε.

Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å cos å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ å àíàëîãè÷íî.

Îò Òåîðåìà 5.1 ñëåäâà, ÷å ôóíêöèèòå tg x =
sinx

cosx
è cotg x =

cosx

sinx
ñà íåïðåêúñíàòè.

Çàäà÷è

1) Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèèòå:

à) f(x) =
x

1 + x2
; á)

1 + x

1 + x3
; â) f(x) =

x2 − x
x3 − 3x+ 2

; ã) f(x) = x2 sin2 x;

ä) f(x) =
x

1 + sin2 x
; å)

1 + cos x

1 + sin3 x
; â) f(x) =

tg x− x
2 + x2

; ã) f(x) = x3 + cosx. sin2 x.

5.2 Ìîíîòîííîñò è íåïðåêúñíàòîñò

Îïðåäåëåíèå 5.5 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : ∆ → R å ìîíîòîííî ðàñòÿùà (íàìàëÿ-
âàùà), àêî çà âñåêè äâå x1 < x2, x1, x2 ∈ ∆ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî: f(x1) ≤ f(x2)
(f(x1) ≥ f(x2)). Àêî èìàìå ñòðîãî íåðàâåíñòâî, êàçâàìå ÷å ôóíêöèÿòà å ñòðîãî ðàñ-
òÿùà (íàìàëÿâàùà). Êàçâàìå, ÷å åäíà ôóíêöèÿ å ìîíîòîííà, àêî òÿ å ðàñòÿùà èëè
íàìàëÿâàùà è ñòðîãî ìîíîòîííà, àêî å ñòðîãî ðàñòÿùà èëè ñòðîãî íàìàëÿâàùà.
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Ëåìà 5.1 Íåêà f : (a, b)→ R å ìîíîòîííà ôóíêöèÿ. Àêî c ∈ (a, b), òîãàâà ñúùåñòâóâàò
ãðàíèöèòå limx→c−0 f(x) è limx→c+0 f(x).

Äîêàçàòåëñòâî: Áåç äà ñå íàìàëÿâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì,
÷å f å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ.

Íåêà x0 ∈ (a, b) å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Òîãàâà çà âñÿêî x < x0 å èçïúëíåíî íåðà-
âåíñòâîòî f(x) ≤ f(x0). Íåêà {xn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ìîíîòîííî ðàñòÿùà ðåäèöà, êîÿòî
êëîíè êúì x0. Òîãàâà ðåäèöàòà {f(xn)}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà îòãîðå.
Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà limn→∞ f(xn) = a. Íåêà ñåãà ε > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Ñú-
ùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî 0 < a − f(xn) < ε.

Èçáèðàìå δ > 0, òàêà ÷å δ =
x0 − xN

2
. Òîãàâà çà âñÿêî x, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

x0 − δ < x < x0 å â ñèëà xN < x < x0. Îò ìîíîòîííîñòòà íà f ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî
f(x0)− δ < f(xN) < f(x) < a. Ñëåäîâàòåëíî limx→c−0 f(x) = a.

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà limx→c+0 f(x). �

Ñëåäñòâèå 5.1 Àêî f : (a, b)→ R å ìîíîòîííà ôóíêöèÿ, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â èíòåð-
âàëà (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî limx→c−0 f(x) = limx→c+0 f(x) çà âñÿêî c ∈ (a, b).

Òåîðåìà 5.2 Àêî ∆ å èíòåðâàë, òî ìîíîòîííàòà ôóíêöèÿ f : ∆ → R å íåïðåêúñíàòà
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ìíîæåñòâîòî îò íåéíèòå ñòîéíîñòè å èíòåðâàë.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà òî÷êà x0 ∈ ∆, â êîÿòî f å ïðåêúñíàòà.
Áåç äà ñå íàðóøàâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà, ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å f å ðàñòÿùà
ôóíêöèÿ. Ñïîðåä Ñëåäñòâèå 5.1 limx→x0−0 f(x) = c1 < c2 = limx→x0+0 f(x). Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà c ∈ (c1, c2), òàêîâà ÷å c 6= f(x0). Òîãàâà îáëàñòòà îò ñòîéíîñòèòå íà f íå ìîæå
äà áúäå öÿë èíòåðâàë.

Íåêà f : [a, b] → [α, β] å ðàñòÿùà è f(a) = α, f(b) = β. Ùå äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî
γ ∈ (α, β) ñúùåñòâóâà c ∈ (a, b) òàêà ÷å f(c) = γ. Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíî γ ∈ (α, β). Íåêà
äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî X = {x ∈ ∆ : f(x) ≤ γ}.

Ìíîæåñòâîòî X íå å ïðàçíî, çàùîòî a ∈ X è å îãðàíè÷åíî îòãîðå, çàùîòî b 6∈ X.
Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà sup{x ∈ X} = c.

Ùå ïîêàæåì, ÷å çà âñåêè x < c < y ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâà f(x) ≤ γ ≤ f(y).
Íàèñòèíà, ïî äåôèíèöèÿ íà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà ñúùåñòâóâà x1 ∈ X, x < x1 ≤ c. Îò
äåôèíèöèÿòà íà ÷èñëîòî c = sup{X} è ìîíîòîííîñòòà íà f ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî f(x) ≤
f(x1) ≤ γ. Çà âñÿêî y > c îò äåôèíèöèÿòà íà ìíîæåñòâîòî X ïîëó÷àâàìå, ÷å y 6∈ X è
ñëåäîâàòåëíî γ < f(y).

Ùå ïîêàæåì, ÷å c ∈ (a, b). Äà äîïóñíåì, ÷å c = b. Íåêà äà èçáåðåì ðàñòÿùà ðåäèöà
{xn}∞n=1, êîÿòî å ñõîäÿùà êúì c. Òîãàâà îò xn < c ñëåäâà, ÷å f(xn) ≤ γ. Îò íåïðåêúñíà-
òîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å limn→∞ f(xn) = f(c) = f(b) = β ≤ γ, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ èçáîðà
γ ∈ (α, β). Ñëåäîâàòåëíî c 6= b. Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å c 6= a.
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Íåêà èçáåðåì äâå ìîíîòîííè ðåäèöè {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1, êëîíÿùè îòëÿâî è îòäÿñíî
êúì c. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f è èçáîðà íà ðåäèöèòå {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1 ñëåäâà

γ ≤ lim
n→∞

f(yn) = f(c) = lim
n→∞

f(xn) ≤ γ,

ò.å. f(c) = γ. �

Ôèãóðà 48: Ãðàôèêà íà Òåîðåìà 5.2

Íà (Ôèã. 48) å äàäåíà ãðàôèêàòà íà ôóí-
êöèÿòà

f(x) =


x, 0 ≤ x <

1

2

x− 1

2
,

1

2
≤ x ≤ 1.

Âèæäàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò ñòîéíîñòè f([0, 1])

å öåëèÿ èíòåðâàë
[
0,

1

2

]
, íî ôóíêöèÿòà f íå å

ìîíîòîííà. Íàðóøåíî å óñëîâèåòî f äà å íåïðå-
êúñíàòà.

Ëåìà 5.2 Àêî [a, b] å èíòåðâàë è ôóíêöèÿòà f : [a, b] → [α, β] å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñ-
òÿùà (íàìàëÿâàùà), òîãàâà ñúùåñòâóâà íåéíàòà îáðàòíà f−1 : [α, β] → [a, b] è òÿ å
ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà (íàìàëÿâàùà).

Äîêàçàòåëñòâî: Áåç äà ñå íàìàëÿâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà, ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å
f å ñòðîãî ðàñòÿùà. Çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî y ∈ [α, β], òàêà ÷å f(x) = y.
Îò ñòðîãàòà ìîíîòîííîñò ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî y ∈ [α, β] ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî x ∈ [a, b],
òàêà ÷å f(x) = y ò.å. f−1(y) = x. Íåêà α ≤ y1 < y2 ≤ β. Ñúùåñòâóâàò x1, x2 ∈ [a, b], òàêà
÷å f(xi) = yi. Àêî äîïóñíåì, ÷å x1 = x2, òî ïîëó÷àâàìå, ÷å y1 = y2, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà
èçáîðà y1 < y2. Ñëåäîâàòåëíî x1 6= x2. Àêî äîïóñíåì, ÷å x1 > x2, òî îò ñòðîãîòî ðàñòåíå
íà f ñëåäâà, ÷å y1 > y2, êîåòî ïðîòèâîðå÷è ñ èçáîðà íà y1, y2. Ñëåäîâàòåëíî îñòàâà ñëó÷àÿ
f−1(x1) = y1 < y2 = f−1(x2). �

Òåîðåìà 5.3 Àêî ∆ å èíòåðâàë è ôóíêöèÿòà f : ∆→ R å ìîíîòîííàòà è íåïðåêúñíàòà,
òîãàâà ñúùåñòâóâà íåéíàòà îáðàòíà ôóíêöèÿ f−1 : f(∆)→ ∆ è òÿ å íåïðåêúñíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî: Áåç äà ñå íàìàëÿâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì,
÷å f å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Íåêà ∆ = [a, b] è α = f(a), β = f(b). Ñïîðåä Òåîðåìà 5.2
f : [a, b] → [α, β]. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1 : [α, β] → [a, b], êîÿòî
ñïîðåä Ëåìà 5.2 ñúùî å ðàñòÿùà. Îò ôàêòà, ÷å îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà f−1 å öåëèÿò
èíòåðâàë [α, β] è Òåîðåìà 5.2 ñëåäâà, ÷å f−1 å íåïðåêúñíàòà. �

Çàäà÷è
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1) Íàìåðåòå îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1 è äîêàæåòå, ÷å å íåïðåêúñíàòà

à) f(x) =

{
−x2 + 1, x ≤ 0,

ex, x > 0
; á) f(x) =

{
−x2 + x+ 1, x ≤ 0,
x2 + x+ 1, x > 0

;

â) f(x) =


−(x+ 1)2, x < −1,

x+ 1, −1 ≤ x ≤ 1,
x2 + 1

x
, x > 1

; ã) f(x) =


1

2
x+

5

2
, x < −1,

x2 + 2x+ 3, x ≥ −1.

2) Äîêàæåòå, ÷å îáðàòíàòà ôóíêöèÿ f−1 ñúùåñòâóâà è å íåïðåêúñíàòà

à) f(x) = ex + x+ 1; á) f(x) = lnx+ x+ 1; â) f(x) = arctg x+ x+ 1;

ã) f(x) = ex + lnx; ä) f(x) = ex + arctg x; å) f(x) = ln x+ arctg x+ 1.

5.3 Ñúñòàâíà ôóíêöèÿ îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè

Òåîðåìà 5.4 Íåêà f : X → Y , g : Y → Z è h(x) = g(f(x)). Àêî f å íåïðåêúñíàòà â
òî÷êàòà x0 è g å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà y0 = f(x0), òî h å íåïðåêúñíàòà â x0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà, ñõîäÿùà êúì x0. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f
ñëåäâà, ÷å limn→∞ yn = limn→∞ f(xn) = f(x0) = y0. Îò íåïðåêúñíîòîñòòà íà g â òî÷êà-
òà y0 = f(x0) ïîëó÷àâàìå, ÷å h å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0.

lim
n→∞

h(xn) = lim
n→∞

g(f(xn)) = lim
n→∞

g(yn) = g(y0) = g(f(x0)) = h(x0).

Ïðèìåð 5.7 Ôóíêöèÿòà
√

1 + x2 å íåïðåêúñíàòà.

Íàèñòèíà, ôóíêöèÿòà f = 1 + x2 : R → [0 +∞) å íåïðåêúñíàòà è íåêà g = y1/2 :
[0 +∞)→ [0 +∞), êîÿòî ñúùî å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî g(f(x)) =

√
1 + x2

å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.
Çàäà÷è

1) Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèèòå ñà íåïðåêúñíàòè â äåôèíèöèîííèòå ñè îáëàñòè:

à) f(x) =
2x2 − x− 1

x2 + 1
; á)

esinx

2 + cos x
; â)

tg x√
4− x2

; ã) ln
(

1

1 + x2

)
.
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5.4 Íåïðåêúñíàòîñò íà åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè

Ïðèìåð 5.8 Ïîêàçàòåëíàòà ôóíêöèÿ ax å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x ∈ R.

Ñïîðåä Ïðèìåð 4.9 èìàìå limx→0 a
x = 1. Òîãàâà

lim
x→x0

(ax − ax0) = lim
x→x0

ax0(ax−x0 − 1) = ax0 lim
x→x0

(ax−x0 − 1) = 0.

Îò ãðàíèöèòå ïðè a > 1: limx→−∞ a
x = 0 è limx→+∞ a

x = +∞, íåïðåêúñíàòîñòòà íà
ax è íåéíàòà ìîíîòîííîñò ñëåäâà, ÷å ax : R→ (0,+∞).

Ïðèìåð 5.9 Ëîãàðèòìè÷íàòà ôóíêöèÿ loga x å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x ∈ (0,+∞).

Ïî äåôèíèöèÿ log å îáðàòíà ôóíêöèÿ íà ïîêàçàòåëíàòà ôóíêöèÿ è ñúãëàñíî Òåîðåìà
5.3 å íåïðåêúñíàòà.

Ïðèìåð 5.10 Ñòåïåííàòà ôóíêöèÿ xa, çà ïðîèçâîëíî a ∈ R å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî
x ∈ [0,+∞).

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà h(x) = ea lnx, êîÿòî å ñúñòàâíà ôóíêöèÿ íà äâå íåï-
ðåêúñíàòè ôóíêöèè ex è a. lnx. Ñëåäîâàòåëíî xa å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ çà âñÿêî a ∈ R.

Ïðèìåð 5.11 Îáðàòíèòå òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè arcsin, arccos, arctg è arcctg ñà
íåïðåêúñíàòè.

Çàäà÷è:

1) Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèèòå è îïðåäåëåòå òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå:

à) f(x) =
x

(1 + x)2
; á) f(x)

1 + x

1 + x3
; â) f(x) =

1

x
− 1

x+ 1
1

x− 1
− 1

x

;

ã) f(x) =
x

sinx
; ä) f(x) =

√
xarctg

(
1

x3

)
; å) x2.2x;
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5.5 Ïðèìåðè íà ïðåêúñíàòè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5.6 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà a ∈ ∆ å òî÷êà íà ïðåêúñâàíå çà ôóíêöèÿòà
f : ∆→ R, àêî f íå å íåïðåêúñíàòà â a.

Ïðèìåð 5.12 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = [x].

Òÿ å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x 6∈ Z è âñÿêî öÿëî ÷èñëî å òî÷êà íà ïðåêúñâàíå.
plot(floor(x), x = −5..5, discont = true);

Àêî limx→a−0 f(x) = limx→a+0 f(x), òî âèíàãè ìîæåì äà äîäåôèíèðàìå f â òî÷êàòà a,
òàêà, ÷å òÿ äà áúäå íåïðåêúñíàòà.

Ïðèìåð 5.13 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x sin
(

1

x

)
: R\{0} → R. Àêî äîäåôèíè-

ðàìå f(0) = 0, òî f ñòàâà íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî a ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 5.7 Êàçâàìå, ÷å â òî÷êàòà a ∈ ∆ ôóíêöèÿòà f : ∆→ R å íåïðåêúñíàòà
îòëÿâî (äÿñíî), àêî limx→a−0 f(x) = f(a) (limx→a+0 f(x) = f(a)).

Ïðèìåð 5.14 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå f è g, äåôèíèðàíè ÷ðåç

f(x) =

{
a1/x, x 6= 0

0, x = 0
, a > 1 è g(x) =

 arctg
(

1

x

)
, x 6= 0

0, x = 0.

Ôèãóðà 49: Ôóíêöèÿòà öÿëà
÷àñò � [x]

Îò ãðàíèöèòå lim
x→0−0

a
1
x = 0, lim

x→0+0
a

1
x = +∞,

lim
x→0−0

arctg
1

x
= −π

2
, lim
x→0+0

arctg
1

x
=

π

2
ñëåäâà, ÷å ôóí-

êöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà îòëÿâî è ïðåêúñíàòà îòäÿñíî â
òî÷êàòà a = 0, äîêàòî ôóíêöèÿòà g å ïðåêúñíàòà è îò-
äÿñíî è îòëÿâî â òî÷êàòà a = 0.

Àêî òúðñèì ãðàíèöè âMaple, êúäåòî ôóíêöèÿòà çà-
âèñè îò ïàðàìåòúð ìîæåì äà óêàæåì äîïúëíèòåëíè óñ-
ëîâèÿ çà ïàðàìåòúðà ñ êîìàíäàòà assuming óñëîâèå:

limit

a1

x , x = 0, left

 assuming 1 < a;

0

limit

a1

x , x = 0, right

 assuming 1 < a;

∞
limit

(
arctg

1

x
, x = 0, right

)
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π

2

limit
(

arctg
1

x
, x = 0, left

)
−π

2
plot([2(1/x), arctan(1/x)], x = −2..2, y = −3..10, discont = true);

Ôèãóðà 50: Ôóíêöèè 2
1
x è arctg

(
1
x

)

Îïðåäåëåíèå 5.8 Êàçâàìå, ÷å â òî÷êàòà a ∈ ∆ ôóíêöèÿòà f : ∆→ R èìà ïðåêúñâàíå
îò ïúðâè ðîä, àêî ñúùåñòâóâàò ëÿâàòà è äÿñíàòà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà a
è limx→a−0 f(x) = limx→a+0 f(x) 6= f(a).

Àêî åäíà ôóíêöèÿ èìà ïðåêúñâàíå îò ïúðâè ðîä â òî÷êàòà a âèíàãè ìîæåì äà ÿ
äîäåôèíèðàìå â òî÷êàòà a êàòî ïîëîæèì f(a) = limx→a f(x).

Ïðèìåð 5.15 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = arctg(1/x2), çà x 6= 0 è f(0) = 0.

Îò ãðàíèöèòå

lim
x→0−0

arctg
(

1

x2

)
=
π

2
, lim

x→0+0
arctg

(
1

x2

)
=
π

2

ñëåäâà, ÷å â òî÷êàòà 0 ôóíêöèÿòà f(x) = arctg(1/x) èìà ïðåêúñâàíå îò ïúðâè ðîä.
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Îïðåäåëåíèå 5.9 Êàçâàìå, ÷å â òî÷êàòà a ∈ ∆ ôóíêöèÿòà f : ∆→ R èìà ïðåêúñâàíå
îò âòîðè ðîä, êîãàòî å èçïúëíåíî åäíî îò óñëîâèÿòà:
à) ïîíå åäíà îò ãðàíèöèòå limx→a−0 f(x) èëè limx→a+0 f(x) íå ñúùåñòâóâà èëè å áåçêðàé-
íîñò;
á) ñúùåñòâóâàò è ëÿâàòà è äÿñíàòà ãðàíèöè â òî÷êàòà a íà ôóíêöèÿòà f , íî ñà ðàç-
ëè÷íè.

Ôèãóðà 51: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå arctg
1

x2
è arctg

1

x

Ïðèìåð 5.16 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = arctg(1/x), çà x 6= 0 è f(0) = 0.

Îò ãðàíèöèòå

lim
x→0−0

arctg
(

1

x

)
= −π

2
lim

x→0+0
arctg

(
1

x

)
=
π

2

ñëåäâà, ÷å â òî÷êàòà 0 ôóíêöèÿòà f(x) = arctg(1/x) èìà ïðåêúñâàíå îò âòîðè ðîä.

Ïðèìåð 5.17 Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = lim
n→∞

x2n − 1

x2n + 1
: R→ R.

Îò ñâîéñòâàòà íà ãðàíèöè íà ôóíêöèÿ âåäíàãà ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å

lim
n→∞

x2n − 1

x2n + 1
= 1, çà âñÿêî |x| > 1;

lim
n→∞

x2n − 1

x2n + 1
= −1, çà âñÿêî |x| < 1;

lim
n→∞

x2n − 1

x2n + 1
= 0, çà âñÿêî |x| = 1.
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Ôèãóðà 52: Ãðàôèêà íà ôóíê-

öèÿòà f(x) = lim
n→∞

x2n − 1

x2n + 1

Òîãàâà

f(x) =


1, |x| > 1
−1, |x| < 1

0, |x| = 1

Òàçè ôóíêöèÿ å ïðèìåð çà äåôèíèðàíå íà ôóíêöèÿ
ñ ïîìîùòà íà ãðàíèöà. Maple óñïåøíî ñå ñïðàâÿ ñ òàêúâ
òèï äåôèíèöèè.

f := x→ limit

(
x2·n − 1

x2·n + 1
, n = infinity

)
;

x→ lim
n→∞

x2·n − 1

x2·n + 1
;

print(f(−3), f(0), f(1/2), f(1), f(2));
1;−1;−1; 0; 1;
plot(f(x), x = −2..2, discont = true);

Ôóíêöèÿòà f èìà ïðåêúñâàíå îò âòîðè ðîä â òî÷êèòå ±1 è å íåïðåêúñíàòà âúâ âñÿêà
òî÷êà ðàçëè÷íà îò ±1.

Çàäà÷è:

1) Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèèòå è îïðåäåëåòå âèäà íà òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå:

à) f(x) =

{
x2, x ∈ [0, 1]

2− x, x ∈ (1, 2];
á) f(x) =

{
x, x ∈ [−1, 1]

2− x, x ∈ (1,+∞);

ã) f(x) =

 cos
(
πx

2

)
, x ∈ [−1, 1]

|x− 1|, x ∈ (1,+∞);
ä) f(x) =

{
cotg2(πx), x 6∈ Z

0, x ∈ Z.

2) Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèèòå â èíòåðâàëà (−∞,+∞):

à) f(x) = sign(sin x); á) f(x) = x
[

1

x

]
; â) f(x) = x− [x]; ã) f(x) = sign

(
cos

1

x

)
;

ä) f(x) = x[x]; å) f(x) = x2 − [x2]; æ) f(x) = [x] sin(πx); ç) f(x) = (−1)[x2].

3) Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèèòå:

à) f(x) = lim
n→∞

1

1 + xn
, x ∈ [0,+∞); á) f(x) = lim

n→∞

nx − n−x

nx + n−x
, x ∈ (−∞,+∞);

â) f(x) = lim
n→∞

n
√

1 + x2n, x ∈ (−∞,+∞); ã) f(x) = lim
n→∞

cos2n x, x ∈ (−∞,+∞);
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ä) f(x) = lim
n→∞

x+ x2enx

1 + enx
, x ∈ (−∞,+∞); å) f(x) = lim

n→∞

ln(1 + enx)

ln(1 + en)
, x ∈ (−∞,+∞).

5.6 Ñâîéñòâà íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè

Ëåìà 5.3 (çà çàïàçâàíå íà çíàêà) Íåêà ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 è
f(x0) 6= 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å f(x).f(x0) > 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)
(Ôèã. 53).

Ôèãóðà 53: Ëåìà çà çàïàçâàíå íà
çíàêà

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåä-
ñòâåíî îò Ñëåäñòâèå 4.1. �

Òåîðåìà 5.5 (Ïúðâà òåîðåìà íà Áîëöàíî�Êîøè)
Íåêà f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â çàòâîðåíèÿ èí-
òåðâàë [a, b] è f(a).f(b) < 0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
c ∈ (a, b), òàêà ÷å f(c) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å f(a) < 0 è
f(b) > 0. Ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà [a, b] íàïîëîâèíà ñ

òî÷êàòà
a+ b

2
. Àêî ñå ñëó÷è f

(
a+ b

2

)
= 0, òî òå-

îðåìàòà å äîêàçàíà è ïîëàãàìå c =
a+ b

2
. Íåêà

f

(
a+ b

2

)
6= 0. Òîãàâà ôóíêöèÿòà f ùå ïðèåìà ñòîéíîñòè ñ ðàçëè÷íè çíàöè â êðàèùà-

òà íà åäèíèÿ îò èíòåðâàëèòå

[
a,
a+ b

2

]
èëè

[
a+ b

2
, b

]
(ïðè òîâà âèíàãè ùå å îòðèöàòåëåí

çíàêúò â ëåâèÿ êðàé è ïîëîæèòåëåí â äåñíèÿ). Íåêà äà îçíà÷èì òîçè èíòåðâàë ñ [a1, b1].

Ðàçäåëÿìå ïîëó÷åíèÿ èíòåðâàë íàïîëîâèíà ñ òî÷êàòà
a1 + b1

2
.

Ôèãóðà 54: Ïúðâà òåîðåìà íà
Áîëöàíî�Êîøè

Àêî ñå ñëó÷è f

(
a1 + b1

2

)
= 0, òî òåîðåìàòà å äîêà-

çàíà è ïîëàãàìå c =
a1 + b1

2
. Íåêà f

(
a1 + b1

2

)
6= 0. Òîãà-

âà ôóíêöèÿòà f ùå ïðèåìà ñòîéíîñòè ñ ðàçëè÷íè çíàöè

â êðàèùàòà íà åäèíèÿ îò èíòåðâàëèòå

[
a1,

a1 + b1

2

]
èëè[

a1 + b1

2
, b

]
. Äà îçíà÷èì òîçè èíòåðâàë ñ [a2, b2].

Ïðîäúëæàâàìå òîçè ïðîöåñ íà äåëåíèÿ íàïîëîâè-
íà ïî èíäóêöèÿ è ïîëó÷àâàìå ðåäèöà îò âëîæåíè åäèí â

107



äðóã çàòâîðåíè èíòåðâàëè ñ äúëæèíà bn−an =
b− a

2n
. Îò

limn→∞(bn − an) = 0 è Òåîðåìàòà 2.2 ñëåäâà, ÷å ñúùåñò-
âóâà c ∈ [a, b], òàêà ÷å limn→∞ an = limn→∞ bn = c Îò f(an) < 0 è f(bn) > 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å
f(c) = limn→∞ f(an) ≤ 0 è f(c) = limn→∞ f(bn) ≥ 0 è ñëåäîâàòåëíî f(c) = 0. �

Ïðèìåð 5.18 Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) =

{
x− 1, 0 ≤ x ≤ 1/2,

x, 1/2 < x ≤ 1.

Ôèãóðà 55: Ãðàôèêà íà ôóíê-
öèÿòà îò Ïðèìåð 5.18

Âåäíàãà ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å f(0) = −1 è f(1) = 1, íî
íå ñúùåñòâóâà c ∈ [0, 1], òàêà ÷å f(c) = 0. Íàðóøåíî å
óñëîâèåòî ôóíêöèÿòà äà áúäå íåïðåêúñíàòà.
f := x → piecewise(0 ≤ x and x ≤ 1/2, x − 1, 1/2 <
x and x ≤ 1, x);
f := x → piecewise(0 ≤ x and x ≤ 1/2, x − 1, 1/2 <
x and x ≤ 1, x);
plot(f(x), x = 0..1, y = −1..1, discont = true);

Ïðèìåð 5.19 Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèåòî 2x = 4x èìà
ïîíå äâà êîðåíà.

Î÷åâèäíî, ÷å x = 4 å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî. Íåêà
ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = 2x − 4x. Îò f(0) = 1 è
f(1/2) =

√
2 − 2 < 0 ñëåäâà, ÷å óðàâíåíèåòî èìà è äðóã

êîðåí â èíòåðâàëà [0, 1/2].

20

40

0

30

10

x

642-2 0

Ôèãóðà 56: Ãðàôèêà íà ôóíê-
öèÿòà 2x − 4x

Ùå îòáåëåæèì, ÷å äîêàçàòåëñòâîòî, íà òâúðäåíèå-
òî çà ñúùåñòâóâàíå íà òî÷íî äâà êîðåíà, èçèñêâà ïîâå÷å
ïîçíàíèÿ çà ôóíêöèèòå.

Ïðèìåð 5.20 Äîêàæåòå, ÷å âñåêè ïîëèíîì îò íå÷åò-
íà ñòåïåí èìà ïîíå åäèí ðåàëåí êîðåí.

Íåêà P (x) = a2n+1x
2n+1 + a2nx

2n + · · ·+ a1x+ a0. Îò
ãðàíèöèòå

lim
x→+∞

P (x) = sign(a2n+1)∞ lim
x→−∞

P (x) = −sign(a2n+1)∞

ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà M > 0, òàêà ÷å P (−M).P (M) <
0. Ñïîðåä Òåîðåìà 5.5 ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà c ∈
(−M,M), òàêà ÷å P (c) = 0.

Òåîðåìà 5.5 äàâà âúçìîæíîñò çà ïðèáëèæåíî íàìè-
ðàíå íà êîðåíèòå íà óðàâíåíèå.
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Ïðèìåð 5.21 Äà ñå íàìåðè ñ òî÷íîñò 0, 01 êîðåíà íà óðàâíåíèåòî x4− x− 1 = 0 ðàçïî-
ëîæåí ìåæäó 1 è 2.

Äà ïîëîæèì a0 = 1 è b0 = 2. Ïðîâåðÿâàìå, ÷å f(a0) = −1 è f(b0) = 13. Ñëåäîâàòåëíî

ñúùåñòâóâà c ∈ (1, 2), òàêà ÷å f(c) = 0. Ïðåñìÿòàìå f

(
b0 + a0

2

)
= 41/16. Ñëåäîâàòåë-

íî c ∈ (1, 3/2). Ïîëàãàìå a1 = a0 è b1 =
b0 + a0

2
. Ïðåñìÿòàìå f

(
b1 + a1

2

)
= 49/256.

Ñëåäîâàòåëíî c ∈ (1, 5/4). Ïîëàãàìå a2 = a1 è b2 =
b1 + a1

2
. Ïðåñìÿòàìå f

(
b2 + a2

2

)
=

−2143/4096. Ñëåäîâàòåëíî c ∈ (9/8, 5/4). Ïîëàãàìå a3 =
b2 + a2

2
è b3 = b2. Ïðåñìÿòàìå

f

(
b3 + a3

2

)
= −13087/1048576. Ñëåäîâàòåëíî c ∈ (39/32, 5/4). Ïîëàãàìå a4 =

b3 + a3

2
è

b4 = b3. Ïðåñìÿòàìå f

(
b3 + a3

2

)
= 1463489/16777216. Ñëåäîâàòåëíî c ∈ (39/32, 79/64).

Ïîëàãàìå a5 = a4 è b5 =
b4 + a4

2
. Ïðåñìÿòàìå f

(
b4 + a4

2

)
= 9884881/268435456. Ñëåäîâà-

òåëíî c ∈ (39/32, 157/128). Îò íåðàâåíñòâîòî b5− a5 =
1

26
< 0, 01 ñëåäâà, ÷å ñ òî÷íîñò 0, 01

êîðåíúò ñå íàìèðà â èíòåðâàëà (39/32, 157/128) ≈ (1.218, 1.227).
Ñ ïîìîùòà íà Maple å âúçìîæíî äà ñå ïðåñìÿòà áúðçî ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòòè çà

ïðîèçâîëíî îòíàïðåä çàäàäåíî ïðèáëèæåíèå.
f := x→ x4 − x− 1
a := 1; b := 2; ε := 0.001;

for n from 1 while
b− a
2n−1

> ε do

u := f(a) : v := f(b) : w := f

(
b+ a

2

)
: evalf(b− a);

if sign(u) · sign(w) < 0 then a := a : b :=
b+ a

2
:

else a :=
b+ a

2
: b := b

end if :
end do : n+ 1; evalf(a); evalf(b); evalf(b− a)

1
2
0.001
11
1.220703125
1.222656250
0.0009765625000
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Òàêà íàìåðèõìå, ÷å â èíòåðâàëà (1.220703125, 1.221679688) ñå íàìèðà êîðåí íà óðàâ-
íåíèåòî f(x) = 0 ñ òî÷íîñò 0, 001. Çà òîâà ïðåñìÿòàíå áå íóæíî äà ñå íàïðàâÿò n = 11
èòåðàöèè.

Ôèãóðà 57: Âòîðà òåîðåìà íà Áîëöàíî�Êîøè

Òåîðåìà 5.6 (Âòîðà òåîðåìà íà Áîëöàíî�Êîøè) Íåêà f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èí-
òåðâàëà ∆ = [a, b], f(a) = A è f(b) = B. Òîãàâà çà âñÿêî C ìåæäó ñòîéíîñòèòå A è B
ñúùåñòâóâà c ∈ ∆, òàêà ÷å f(c) = C.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïðèåìåì, ÷å A < B. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà g(x) = f(x) − C.
Òîãàâà îò g(a) = f(a) − C = A − C < 0, g(b) = f(b) − C = B − C > 0 è Òåîðåìà 5.5
ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà c ∈ [a, b], òàêà ÷å g(c) = 0, ò.å. f(c) = C. �

Ïðèìåð 5.22 Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèåòî x4−x−1 = 5 èìà ïîíå åäèí êîðåí ðàçïîëîæåí
ìåæäó 1 è 2.

Ôóíêöèÿòà f(x) = x4 − x− 1 ïðèåìà âñè÷êè ñòîéíîñòè çàêëþ÷åíè ìåæäó f(1) = −1
è f(2) = 13. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.6 çà 5 ∈ [−1, 13] ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî c ∈ [0, 1], òàêà ÷å
f(c) = c4 − c− 1 = 5 (Ôèã. 58).
f := x→ x4 − x− 1; g := x→ 5;
plot({f(x), g(x)}, x = 1..2)

Òåîðåìà 5.7 (Ïúðâà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ) Àêî f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàë [a, b], òî
òÿ å îãðàíè÷åíà, ò.å. ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè m,M ∈ R, òàêà ÷å m ≤ f(x) ≤ M çà
âñÿêî x ∈ [a, b].
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Ôèãóðà 58: Ðåøåíèå íà óðàâíå-
íèåòî x4 − x− 1 = 5

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ôóíê-
öèÿòà f íå å îãðàíè÷åíà. Òîãàâà çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñ-
òâóâà xn ∈ [a, b], òàêà ÷å |f(xn)| ≥ n. Ñúãëàñíî Òåîðåìà
2.2 ñúùåñòâóâà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {xnk}∞k=1. Íåêà îçíà-
÷èì ãðàíèöàòà �è ñ x0. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà,
÷å limk→∞ f(xnk) = f(x0), êîåòî å íåâúçìîæíî ïîíåæå
|f(xnk)| ≥ nk. �

Ïðèìåð 5.23 Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) =
1

x
â èí-

òåðâàëà (0,1].

Ôóíêöèÿòà å íåïðåêúñíàòà, íî íå å îãðàíè÷åíà îò-
ãîðå sup{f(x) : x ∈ (0, 1]} = +∞, çàùîòî èíòåðâàëúò íå
å çàòâîðåí. Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà sup{f(x) : x ∈
[ε, 1]} = 1/ε < +∞ è ôóíêöèÿòà å îãðàíè÷åíà â èíòåðâà-

ëà [ε, 1].

Ïðèìåð 5.24 Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) =


1

x2
, x 6= 0

0, x = 0
â èíòåðâàëà [-1,1].

Ôóíêöèÿòà íå å îãðàíè÷åíà îòãîðå sup{f(x) : x ∈ (0, 1]} = +∞, çàùîòî òÿ íå å
íåïðåêúñíàòà â [0, 1].

Òåîðåìà 5.8 (Âòîðà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ) Àêî f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàë [a, b], òî
òÿ äîñòèãà ñâîèòå òî÷íà äîëíà è òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà, ò.å. ñúùåñòâóâàò x1, x2 ∈ [a, b],
òàêà ÷å f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2) çà âñÿêî x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 5.7 ñëåäâà, ÷å f îãðàíè÷åíà. Íåêà M = supx∈[a,b] f(x) å
íåéíàòà òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà. Ïî äåôèíèöèÿ çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâà xn ∈ [a, b], òàêà

÷å f(xn) > M − 1

n
. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2 ñúùåñòâóâà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {xnk}∞k=1. Íåêà

îçíà÷èì ãðàíèöàòà �è ñ x0. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å limk→∞ f(xnk) = f(x0). Ïî

êîíñòðóêöèÿ èìàìå f(xnk) > M − 1

nk
è ñëåäîâàòåëíî f(x0) ≥ M . Îò èçáîðà íà M êàòî

òî÷íà ãîðíà ãðàíèöà ñëåäâà, ÷å f(x0) = M . �
Êàðë Òåîäîð Âèëõåëì Âàéåðùðàñ (1815�1897) å ðîäåí â Îñòåíôåëäå, Ãåðìàíèÿ. Áàùà ìó íå

äîîöåíÿâà ìàòåìàòè÷åñêàòà äàðáà íà Êàðë è âåäíàãà ñëåä çàâúðøâàíå íà ãèìíàçèÿòà ãî ïðàùà
äà ó÷è ïðàâî è èêîíîìè÷åñêè íàóêè â óíèâåðñèòåòà â Áîí ñ öåë - áúäåùà êàðèåðà â äúðæàâíàòà
àäìèíèñòðàöèÿ. Â ðåçóëòàò íà òîâà, ìëàäèÿò Âàéåðùðàñ èçïèòâà äúëáîêè äóøåâíè òåðçàíèÿ
è íå ìîæå äà ñå îòäàäå íèòî íà ìàòåìàòèêàòà, íèòî íà ïðåäíà÷åðòàíèÿ îò áàùà ìó ïúò
êúì ïðàâîòî è èêîíîìèêàòà. Òàêà òîé ïðåêàðâà ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò ñòóäåíòñêèòå ñè ãîäèíè
èç çàëèòå çà ôåõòîâêà è êðú÷ìèòå. Ñàìîñòîÿòåëíî èçó÷àâà ½Íåáåñíà ìåõàíèêà� íà Ëàïëàñ è
íÿêîè ðàáîòè íà ßêîáè ïî åëèïòè÷íè ôóíêöèè. Â êðàéíà ñìåòêà ðåøàâà òâúðäî äà ñòàíå ìàòå-
ìàòèê è áåç äà ñå ÿâè íà èçïèòèòå ïî èêîíîìèêà è ïðàâî íàïóñêà óíèâåðñèòåòà íà ÷åòâúðòàòà
ãîäèíà.
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Ôèãóðà 59: Karl
Theodor Wilhelm
Weierstraß

Âàéåðùðàñ ñå çàïèñâà â àêàäåìèÿòà â Ìþíñòåð ïðåç 1839. Ïî òîâà
âðåìå òàì ïðåïîäàâà Ãóäåðìàí, êîåòî å è åäíà îò ïðè÷èíèòå Âàéåð-
ùðàñ äà íàñòîÿâà äà ó÷è â íåÿ. Ïî âðåìå íà ïðåñòîÿ ñè â Áîí, Êàðë ñå
çàïîçíàâà ñ ïðåïèñêè îò ëåêöèèòå íà Ãóäåðìàí ïî åëèïòè÷íè ôóíê-
öèè è ñåãà ïîëó÷àâà âúçìîæíîñò äà ãè ÷óå íà æèâî. Ãóäåðìàí îêàçâà
îãðîìíà ïîäêðåïà íà ìëàäèÿ ìàòåìàòèê â íàó÷íèòå ìó òúðñåíèÿ.
Ñëåä ïîëàãàíå íà íåîáõîäèìèòå èçïèòè Âàéåðùðàñ ñòàâà ó÷èòåë â
ãèìíàçèÿòà â Ìþíñòåð ïðåç 1841-42, ñëåä òîâà â ïðîãèìíàçèÿ â Äîé÷
Êðîíå, è ïðåç 1848 ñå ìåñòè â Áðàóíñáåðã. Âàéåðùðàñ ïðåïîäàâà íå ñà-
ìî ìàòåìàòèêà, íî è ôèçèêà, áèîëîãèÿ, ãåîãðàôèÿ, íåìñêè, äîðè è
ôèçè÷åñêî.

Ïðåç 1854 òîé óñïÿâà äà ïóáëèêóâà òðóäà ñè ½Âúðõó òåîðèÿòà
íà àáåëîâèòå ôóíêöèè� â Êðåë�æóðíàë, êîåòî ãî èçäèãà íà âúðõà ïî÷-
òè ìîìåíòàëíî. Â òîçè ñè òðóä Âàéåðùðàñ íå äàâà ïúëíàòà òåîðèÿ
çà îáðúùàíåòî íà õèïåðåëèïòè÷íèòå èíòåãðàëè, à ñàìî íÿêîè íåãî-
âè ìåòîäè çà ðàçâèòèå íà àáåëîâè ôóíêöèè â ñõîäÿùè ðåäîâå. Öÿëàòà
òåîðèÿ òîé ïóáëèêóâà â ñòàòèÿòà ñè ½Òåîðèÿ íà àáåëîâèòå ôóíêöèè�
â Êðåë�æóðíàë ïðåç 1856.

Òåçè ìó äâå ñòàòèè íå îñòàâàò áåç îòêëèê è Áåðëèíñêèÿò óíèâåðñèòåò ìó ïðåäëàãà
òàêà æåëàíîòî ïðîôåñîðñêî ìÿñòî è òîé áåç êîëåáàíèÿ ãî ïðèåìà ïðåç Îêòîìâðè 1856. Â ëåê-
öèèòå ñè ïî àíàëèòè÷íè ôóíêöèè (ñåãà òàçè äèñöèïëèíà ñå íàðè÷à êîìïëåêñåí àíàëèç) çà ïúðâè
ïúò äàâà ðåçóëòàòè, êîèòî å èìàë îùå îò 1841, íî îñòàíàëè íåïóáëèêóâàíè. Â ëåêöèèòå ñè ïî
Âúâåäåíèå â àíàëèçà çà ïðúâ ïúò ñå çàåìà ñ îñíîâèòå íà àíàëèçà. Ñ òîâà çàïî÷âà è èçãðàæäà-
íåòî íà íåãîâàòà òåîðèÿ çà ðåàëíèòå ÷èñëà. Â ëåêöèèòå ñè îò 1863, äîêàçâà ÷å êîìïëåêñíèòå
÷èñëà ñà åäèíñòâåíîòî êîìóòàòèâíî ðàçøèðåíèå íà ðåàëíèòå. Ïðåç 1872, îñëàíÿéêè ñå íà ìà-
òåìàòè÷åñêàòà ñòðîãîñò, ñúóìÿâà äà ïîñòðîè ôóíêöèÿ, êîÿòî âúïðåêè ÷å å íåïðåêúñíàòà âúâ
âñÿêà òî÷êà, íÿìà ïðîèçâîäíà â íèòî åäíà òî÷êà (ôóíêöèÿ íà Âàéåðùðàñ).

Ñðåä ó÷åíèöèòå íà Âàéåðùðàñ ñà: Ìèòàã-Ëåôëåð, Êëàéí, Ëè, Êàíòîð, Øîòêè, Ôðîáå-
íèóñ, Õóðâèö, Êèëèíã, Ìèíêîâñêè, Øâàðö è äð. Îñîáåíî ìÿñòî çà íåãî ñðåä òÿõ çàåìà Ñîôèÿ
Êîâàëåâñêà. Ñëåä èäâàíåòî �è â Áåðëèí Âàéåðùðàñ ÿ ïðèåìà çà ÷àñòåí ó÷åíèê, òúé êàòî óíèâåð-
ñèòåòñêèòå âëàñòè íå �è ðàçðåøàâàò ïðèåì. Áëàãîäàðåíèå íà íåãîâîòî âëèÿíèå è íà çàñòúïíè-
÷åñòâîòî íà Ìèòàã-Ëåôëåð, íà Êîâàëåâñêà å äàäåíî ìÿñòî â Ñòîêõîëì. Äâàìàòà ïîääúðæàò
êîðåñïîíäåíöèÿ äî ñìúðòòà íà Êîâàëåâñêà ïðåç 1891.(Íÿìà äîñòîâåðíè äàííè çàùî ñëåä òîâà
Âàéåðùðàñ èçãàðÿ âñè÷êèòå íàä 160 ïèñìà!)

Âàéåðùðàñ, Êóìåð è Êðîíåêåð èçäèãàò Áåðëèí äî íàé-ïðåñòèæíîòî ìÿñòî çà èçó÷àâàíå
íà ìàòåìàòèêà. Âàéåðùðàñ ïóáëèêóâà ìàëêî çàðàäè îñòðàòà ñè ñàìîêðèòè÷íîñò è ñòðåìåæ
êúì âúçìîæíî íàé-ãîëÿìà îáùíîñò íà ðåçóëòàòèòå ñ ïúëíà ìàòåìàòè÷íà ñòðîãîñò. (Òðóäî-
âåòå íà Âàéåðùðàñ âñå îùå íå ñà íàïúëíî ïóáëèêóâàíè!)

Âàéåðùðàñ óìèðà îò ïíåâìîíèÿ íà 19 ôåâðóàðè 1897 íà îñåìäåñåò è äâå ãîäèøíà âúçðàñò,
êàòî ïîñëåäíèòå íÿêîëêî ãîäèíè å ïðèêîâàí íà èíâàëèäíèÿ ñòîë.

Îñâåí ñ ïîëàãàíåòî íà îñíîâèòå íà ñúâðåìåííèÿ àíàëèç, Âàéåðùðàñ å èçâåñòåí çàåäíî ñ
Ðèìàí è Êîøè è êàòî åäèí îò ½áàùèòå� íà êîìïëåêñíèÿ àíàëèç (òåîðèÿòà íà àíàëèòè÷íèòå
ôóíêöèè). Íåãîâè ñà è ïúðâèòå òðóäîâå ïî ìíîãîìåðåí êîìïëåêñåí àíàëèç. Èçñëåäâà ñúùî è öåëè
ôóíêöèè, áåçêðàéíè ïðîèçâåäåíèÿ, ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò, áèëèíåéíè è êâàäðàòè÷íè ôîðìè è
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âàðèàöèîííè çàäà÷è. Ñòðîãîñòòà, êîÿòî Âàéåðùðàñ íàëàãà ïðè îïðåäåëåíèåòî íà èðàöèîíàëíî
÷èñëî, ìîäåëà Òåîðåìà - Äîêàçàòåëñòâî, ïîâëèÿâàò ñèëíî íà áúäåùåòî íà ìàòåìàòèêàòà è
îáëèêà �è äíåñ.

Ïðèìåð 5.25 Ôóíêöèÿòà f(x) = x− [x], äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [0, 4] íå äîñòèãà òî÷-
íàòà ñè ãîðíà ãðàíèöà (Ôèã. 60).

Ôèãóðà 60: f(x) = {x} = x− [x]

Âåäíàãà ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å f å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ,
çàùîòî 0 ≤ f(x) < 1. Íå ñúùåñòâóâà c ∈ [0, 4], òàêà ÷å
f(c) = 1, âúïðåêè ÷å sup{f(x) : x ∈ [0, 4]} = 1. Íàèñòèíà,

çà ðåäèöàòà xn = 1− 1

10n
å èçïúëíåíî limn→∞ f(xn) = 1,

çàùîòî ôóíêöèÿòà f íå å íåïðåêúñíàòà. Òÿ å ïðåêúñíàòà
â òî÷êèòå 1, 2, 3, 4.
plot(x− floor(x), x = 0..4, y = 0..1, discont = true)

Ïðèìåð 5.26 Ôóíêöèÿòà arctg x, äåôèíèðàíà â èíòåð-
âàëà (−∞,+∞) íå äîñòèãà òî÷íèòå ñè äîëíà è ãîðíà
ãðàíèöè.

Îò−π
2
< arctgx <

π

2
è limx→±∞ arctgx = ±π

2
ñëåäâà, ÷å sup{arctg x : x ∈ (−∞,+∞)} =

π

2
è inf{arctg x : x ∈ (−∞,+∞)} = −π

2
. Íî íå ñúùåñòâóâàò c1, c2 ∈ (−∞,+∞), òàêà ÷å

arctg c1 = −∞ è arctg c2 = +∞ (Ôèã 61).
Èíòåðâàëúò, â êîéòî ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà å áåçêðàåí. Âúâ âñåêè åäèí èíòåðâàë

[a, b] ôóíêöèÿòà arctg x äîñòèãà òî÷íàòà ñè äîëíà è òî÷íàòà ñè ãîðíà ãðàíèöà.
f := x→ arctan(x);

g1 := x→ −π
2

;

g2 := x→ π

2
; plot(f(x), g1(x), g2(x), x = −30..30, y = −2..2)

Ïðèìåð 5.27 Ôóíêöèÿòà x2, äåôèíèðàíà â (−1, 1) íå äîñòèãà òî÷íàòà ñè ãîðíà ãðàíè-
öà.

Â òîçè ïðèìåð èíòåðâàëúò å îòâîðåí.
Ãîðíèòå ïðèìåðè èëþñòðèðàò, ÷å âñè÷êè óñëîâèÿ â Òåîðåìà 5.8 ñà ñúùåñòâåíè.

Ñëåäñòâèå 5.2 Àêî f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà, òîãàâà îáëàñòòà îò ñòîéíîñòèòå �è
å êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Òåîðåìà 5.6 è Òåîðåìà 5.8.�

Çàäà÷è:

1) Äîêàæå ÷å ôóíêöèÿòà f èìà ïîíå n êîðåíà â èíòåðâàëà [a, b]:
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Ôèãóðà 61: arctgx

à) f(x) = ex − 5x, n = 1, [−2, 3]; á) f(x) = ex − 5x2, n = 3, [−1, 5];

â) f(x) = 2x − x2, n = 3, [−2, 5]; ã) f(x) = 2x − x− 1, n = 2, [−3, 4];

ä) f(x) = x4 − 2x3 + x2 − 4x+ 1, n = 2, [0, 3]; å) f(x) = 2sinx − x, n = 1, [−3, 3].

2) Íàìåðåòå ñ òî÷íîñò ε = 10−i, i = 1, 2, 3 :

à)
√

2, á) 3
√

2; â) 4
√

2;

ã)
√

3, ä) 3
√

3; å) 4
√

3;

æ)
√

7, ç) 3
√

7; è) 4
√

7.

3) Íàìåðåòå ñ òî÷íîñò ε = 10−i, i = 1, 2, 3 êîðåíà íà óðàâíåíèåòî â èíòåðâàëà [a, b]:

à) x3 − x− 2 = 0, [0, 2]; á) x4 − 4x3 − 4x2 + 1 = 0, [4, 5]; â) 2x − x3 + 1 = 0, [1, 2];

ã) 4x − 5x3 − 4 = 0, [2, 5]; ä) lnx− x
4

= 0, (0, 2]; å) ln(1 + x2) +
x

2
− 2, [0, 2].
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5.7 Ïðèëîæåíèå íà íåïðåêúñíàòîñòòà çà íàìèðàíå íà ãðàíèöè

Ïîíÿòèåòî íåïðåêúñíàòîñò èìà ñúùåñòâåíà ðîëÿ ïðè îáîáùàâàíå íà îñíîâíè ãðàíèöè çà
âñè÷êè ðåàëíè ÷èñëà.

Ïðèìåð 5.28 Çà âñÿêî c ∈ R å èçïúëíåíî lim
n→+∞

(
1 +

c

n

)n
= ec.

Äà ðàçãëåäàìå èçðàçà

(1 +
c

n

)n
c


c

. Îò lim
n→∞

c

n
= 0 ñëåäâà lim

n→∞

(
1 +

c

n

)n
c = e. Îò

íåïðåêúñíàòîñòòà íà ñòåïåííàòà ôóíêöèÿ xc ñëåäâà

lim
n→+∞

(
1 +

c

n

)n
= lim

n→∞

(1 +
c

n

)n
c


c

=

 lim
n→∞

(
1 +

c

n

)n
c


c

= ec.

Òåîðåìà 5.9 Íåêà ñà äàäåíè äâå ÷èñëîâè ðåäèöè {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1. Àêî ðåäèöàòà {yn}∞n=1

å ìîíîòîííî ðàñòÿùà îò èçâåñòåí íîìåð íàòàòúê, limn→∞ yn = +∞ è
xn − xn−1

yn − yn−1

= a,

a ∈ R ∪∞, òîãàâà lim
n→∞

xn
yn

= a.

Äîêàçàòåëñòâî: I) Íåêà a 6= ∞. Îò
xn − xn−1

yn − yn−1

= a ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà

N1 ∈ N, òàêà ÷å íåðàâåíñòâàòà

a− ε

2
<
xn − xn−1

yn − yn−1

< a+
ε

2

ñà èçïúëíåíè çà âñÿêî n ≥ N1. Îò óñëîâèåòî, ÷å ðåäèöàòà {yn}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà
îò èçâåñòåí íîìåð N0 íàòàòúê ñëåäâà, ÷å yn − yn−1 > 0 çà n ≥ N0. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî
n ≥ N = max{N0, N1} ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà:(

a− ε

2

) n∑
k=N+1

(yk − yk−1) <
n∑

k=N+1

(xk − xk−1) <
(
a+

ε

2

) n∑
k=N+1

(yk − yk−1).

Îò ðàâåíñòâàòà xn − xN =
n∑

k=N+1

(xk − xk−1) è yn − yN =
n∑

k=N+1

(yk − yk−1) ïîëó÷àâàìå, ÷å å

èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî(
a− ε

2

)
(yn − yN) < xn − xN <

(
a+

ε

2

)
(yn − yN)

çà âñÿêî n ≥ N , ò.å.

∣∣∣∣∣xn − xNyn − yN
− a

∣∣∣∣∣ < ε

2
.
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Îò limn→∞ yn = +∞ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà N2 ∈ N, òàêà ÷å
∣∣∣∣∣xN − a.yNyn

∣∣∣∣∣ < ε

2
çà âñÿêî

n ≥ N2. Îò òúæäåñòâîòî

xn
yn
− a =

xN − a.yN
yn

+

(
1− yN

yn

)
·
(
xn − xN
yn − yN

− a
)

ïîëó÷àâàìå, ÷å íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣xnyn − a
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣xN − a.yNyn

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣xn − xNyn − yN

− a
∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

å èçïúëíåíî çà âñÿêî n ≥ max{N,N2}.
II) Íåêà a = +∞, ò.å.

xn − xn−1

yn − yn−1

= +∞. Ñëåäîâàòåëíî xn − xn−1 > yn − yn−1 è òîãàâà

å èçïúëíåíî limn→∞ xn = +∞. Ñúãëàñíî äîêàçàíîòî â I) èìàìå

lim
n→∞

yn
xn

= lim
n→∞

yn − yn−1

xn − xn−1

= 0

è òàêà ïîëó÷àâàìå limn→∞
xn
yn

= +∞. �

Ïðèìåð 5.29 Àêî ñúùåñòâóâà lim
n→∞

an = a, òî

lim
n→∞

∑n
k=1 ak
n

= a.

Äà ïîëîæèì xn =
n∑
k=1

an è yn = n. Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 5.9 è íàìèðàìå

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

∑n
k=1 ak
n

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= lim
n→∞

an
1

= a.

Ïðèìåð 5.30 Äîêàæå, ÷å lim
n→∞

∑n
k=1

k
√
k

n
= 1.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Ïðèìåð 5.29 è Ïðèìåð 2.39.

Ïðèìåð 5.31 Àêî an > 0 è ñúùåñòâóâà lim
n→∞

an = a, òî

lim
n→∞

n
√
a1.a2 . . . an = a.
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Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà lnx ñëåäâà ÷å limn→∞ ln an = ln a. Îò Ïðèìåð
5.29 è íåïðåêúñíàòîñòòà íà lnx ñà ñëåäâàò ðàâåíñòâàòà

lim
n→∞

ln ( n
√
a1.a2 . . . an) = lim

n→∞

∑n
k=1 ln ak
n

= ln a.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ïîêàçàòåëíàòà ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

n
√
a1.a2 . . . an = e

lim
n→∞

ln ( n
√
a1.a2 . . . an)

= eln a = a.

Ïðèìåð 5.32 Àêî an > 0 è ñúùåñòâóâà lim
n→∞

an+1

an
= a, òî

lim
n→∞

n
√
an = a.

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà b1 = a1, bn =
an
an−1

çà n ≥ 2. Òîãàâà

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n
√
b1.b2 . . . bn = lim

n→∞
bn = lim

n→∞

an
an−1

= a.

Ïðèìåð 5.33 Äîêàæåòå, ÷å

lim
n→∞

n
√
n!

n
= e−1.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà an =
n!

nn
. Îò ðàâåíñòâàòà

an+1

an
=

(n+ 1)!nn

n!(n+ 1)n+1
=

1(
1 +

1

n

)n
ïîëó÷àâàìå limn→∞

an+1

an
= e−1. Îò÷èòàéêè Ïðèìåð 5.32, íàìèðàìå limn→∞

n√
n!
n

= e−1.

Ïðèìåð 5.34 Äîêàæåòå, ÷å

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà loga x è Ïðèìåð 4.13 ñëåäâà âåðíîñòòà íà ðàâåíñòâàòà

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= lim

x→0
loga(1 + x)

1
x = loga

(
lim
x→0

(1 + x)
1
x

)
= loga e.

Îò Ïðèìåð 5.34 ñëåäâà ãðàíèöàòà

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= ln e = 1.(12)

117



Ïðèìåð 5.35 Äîêàæåòå, ÷å

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a.

Äà ïîëîæèì ax − 1 = y. Îò ãðàíèöàòà limx→0 a
x − 1 = 0, ñëåäâà ÷å y → 0. Îò

ïîëàãàíåòî ïîëó÷àâàìå x = loga(1 + y). Ìîæåì äà çàïèøåì ðàâåíñòâàòà

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

y→0

y

loga(1 + y)
=

1

loga e
= ln a.

Àêî â Ïðèìåð 5.35 èçáåðåì x =
1

n
, òî ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

n
(
n
√
a− 1

)
= ln a.

Ïðèìåð 5.36 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî µ ∈ R å èçïúëíåíî

lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= µ.

Äà ïîëîæèì (1 + x)µ − 1 = y. Îò ãðàíèöàòà limx→0(1 + x)µ − 1 = 0 ñëåäâà, ÷å y → 0.
Îò ïîëàãàíåòî ïîëó÷àâàìå µ ln(1+x)

ln(1+y)
= 1. Ïðèëàãàéêè (12) ìîæåì äà çàïèøåì

lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= lim

x→0

y

x
= lim

x→0

y

ln(1 + y)
· µ · ln(1 + x)

x
= µ.

Òâúðäåíèå 5.1 Àêî ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå limx→a f(x) = α è limx→a g(x) = β, òî
ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà limx→a(f(x))g(x) = αβ.

Äîêàçàòåëñòâî:

lim
x→a

(f(x))g(x) = lim
x→a

eln((f(x))g(x)) = lim
x→a

eg(x). ln f(x) = elimx→a g(x). ln f(x) = eβ lnα = αβ.

Çà ñëó÷àèòå α = 1, β = ±∞; α = 0, β = 0; α = +∞, β = 0 â Òâúðäåíèå 5.1 êàçâàìå,
÷å èìà íåîïðåäåëåíîñòè ñúîòâåòíî îò âèäà 1∞; 00; ∞0.

Ïðèìåð 5.37 Äîêàæåòå, ÷å limx→+∞(lnx)
1
x = 1.

lim
x→+∞

(lnx)
1
x = lim

x→+∞
e(lnx)

1
x = lim

x→+∞
e

ln x
x = elimx→+∞

ln x
x = e0 = 1.

Ïðèìåð 5.38 Äîêàæåòå, ÷å limx→+∞ x
sinx = 1.
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lim
x→+∞

xsinx = lim
x→+∞

e(sinx) lnx = lim
x→+∞

e( sin x
x

)x lnx = elimx→+∞( sin x
x

)x lnx = e0 = 1.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
n→∞

(
cos

x

n
+ a sin

x

n

)n
; á) lim

n→∞
cosn

(
x√
n

)
; â) lim

n→∞

(
n
√
a+ n
√
b

2

)
;

ã) lim
n→∞

n2
(
n
√
x− n−1

√
x
)
; ä) lim

n→∞

1a + 2a + · · ·+ na

na+1
.

2) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→∞

(
x+ 1

x− 2

)2x−1

; á) lim
x→∞

(
x2 − 2x+ 1

x2 − 4x+ 2

)x
; ã) lim

x→0
(1 + sin(πx))cotg(πx);

ä) lim
x→0

(
1 + tg x

1 + sin x

) 1

sin3 x ; å) lim
x→0

(cosx+ sinx)

1

x ; æ) lim
x→a

(
2− x

a

)tg

(πx
2a

)
.

5.8 Ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x2 : ∆ → R, êîÿòî å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêà òî÷êà
a ∈ ∆. Ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî íà Êîøè çà íåïðåêúñíàòîñò ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî a è âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóà δ = δa,ε > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî
0 < |x − a| < δ, å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî |f(x) − f(a)| < ε. Ïðè ðàçëè÷åí èçáîð íà a ∈ ∆,
äîðè è çà åäíî è ñúùî ε > 0 ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å δ > 0 ñà ðàçëè÷íè. Ùå èëþñòðèðàìå
òîâà ñúñ ñëåäíèÿ ïðèìåð f(x) = x2, a = 1, 2, 3, 4, 5 è ε = 0.01 (Ôèã. 62).

ε 1 2 3 4 5

δ 0.0049 0.0024 0.0016 0.0012 0.0009

Ñ ïîìîùòà íà Maple ìîæåì ëåñíî è áúðçî äà ïðåñìÿòàìå δ ïðè ðàçëè÷íè ôóíêöèè
f , ε è èçáîð íà òî÷êèòå a:
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Ôèãóðà 62: ε− δ çà ôóíêöèÿòà x2

f := x→ x2; ε := 0.01;
for i from 1 to 5 do
a := i :
p := solve({x > 0, |f(x)− f(a)| = ε}, x) :
r1 := |i− (eval(x, p[1]))| : r2 := |i− (eval(x, p[2]))| :
r := min(r1, r2) :
print(i, r);
end do :

1, 0.004987562
2, 0.002498439
3, 0.001666204
4, 0.001249805
5, 0.000999900

Îïðåäåëåíèå 5.10 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : ∆ ⊂ R → R å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà
â ∆, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå x1, x2 ∈ ∆, |x1 − x2| < δ å
èçïúëíåíî |f(x1)− f(x2)| < ε.

Ïðèìåð 5.39 Ôóíêöèÿòà f(x) = sin
(

1

x

)
, íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà
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(0, π/2).

Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöèòå xn =
2

(2n+ 1)π
è yn =

1

nπ
. Î÷åâèäíî, ÷å |xn − yn| =

1

n(2n+ 1)π
è |f(xn)− f(yn)| = 1. Ñëåäîâàòåëíî f íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà, òúé êàòî

çà ε = 1 íå ñúùåñòâóâà ïîäõîäÿùî δ > 0.

Ïðèìåð 5.40 Ôóíêöèÿòà f(x) = x2 å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [0, 1], íî íå
å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [0,+∞).

Íåêà x, y ∈ [0, 1]. Èçáèðàìå δ =
ε

2
. Òîãàâà çà âñåêè äâå x, y ∈ [0, 1], êîèòî óäîâëåòâî-

ðÿâàò íåðàâåíñòâîòî |x− y| < δ å èçïúëíåíî

|x2 − y2| = |x− y|.|x+ y| ≤ 2|x− y| < 2δ = ε.

Íåêà x, y ∈ [0,+∞). Èçáèðàìå ðåäèöèòå xn = n − 1

2n
, yn = n +

1

2n
. Î÷åâèäíî, ÷å

|xn − yn| =
1

n
è

|f(xn)− f(yn)| =
∣∣∣∣∣
(
n− 1

2n

)2

−
(
n+

1

2n

)2
∣∣∣∣∣ = 2.

è ñëåäîâàòåëíî f íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà, çàùîòî çà ε = 2 íå ñúùåñòâóâà ïîäõîäÿùî
δ > 0.

Òåîðåìà 5.10 (Êàíòîð) Àêî f : [a, b] → R å íåïðåêúñíàòà, òîãàâà òÿ å ðàâíîìåðíî
íåïðåêúñíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêà ÷å çà âñÿêî δ > 0
ñúùåñòâóâàò x(δ) è y(δ), òàêà ÷å |x(δ) − y(δ)| < δ, íî |f(x(δ))− f(y(δ))| ≥ ε.

Íåêà èçáåðåì ðåäèöàòà δn = 1/n è çà âñÿêî δn äà èçáåðåì xn è yn, òàêà ÷å |xn−yn| < δn,
íî |f(xn) − f(yn)| ≥ ε. Îò òåîðåìàòà íà Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîä-
ðåäèöà xnk → x. Îò limn→∞(yn − xn) = 0 ñëåäâà, ÷å limk→∞ ynk = x. Îò íåïðåêúñíàòîñò-
òà íà ôóíêöèÿòà f ïîëó÷àâàìå, ÷å limk→∞ f(xnk) = limk→∞ f(ynk) = f(x). Ñëåäîâàòåëíî
limk→∞ |f(xnk)− f(ynk)| = 0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîïóñêàíåòî. �

Òåîðåìà 5.10 ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà óäîáíî ÷ðåç ïîíÿòèåòî îñöèëàöèÿ íà ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.11 Íåêà f : ∆→ R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Îñöèëàöèÿ íà ôóíêöèÿòà f
íàðè÷àìå sup

x∈∆
{f(x)} − inf

x∈∆
{f(x)}.
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Ôèãóðà 63: Georg
Ferdinand Ludwig
Philipp Cantor

Ãåîðã Êàíòîð (1845�1918) å ãåðìàíåö, ðîäåí â Ñàíêò Ïåòåðáóðã.
Òîé å íàé�èçâåñòåí ñ ðàáîòèòå ñè âúðõó òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà.
Òîé îòêðèâà âàæíàòà ðîëÿ íà áèåêòèâíèòå èçîáðàæåíèÿ, áåçêðàé-
íèòå ìíîæåñòâà è íàðåäåíèòå ìíîæåñòâà. Êàíòîð äåôèíèðà ìîù-
íîñò íà ìíîæåñòâà è ñðàâíÿâà ãîëåìèíàòà íà ðàçëè÷íèòå áåçêðàéíè
ìíîæåñòâà.

Òåîðèÿòà íà Êàíòîð çà òðàíñôèíèòíèòå ÷èñëà å áèëà òîëêî-
âà øîêèðàùà, ÷å ðåäèöà âåëèêè ìàòåìàòèöè, íåãîâè ñúâðåìåííèöè íå
ñà å âúçïðèåìàëè. Äîðè íÿêîè òåîëîçè ñà ïðèåìàëè ðåçóëòàòèòå ìó
çà àáñîëþòíàòà áåçêðàéíîñò, êàòî ïðåäèçâèêàòåëñòâî íà áîæèÿòà
ïðèðîäà. Ïîàíêàðå íàðè÷à èäåèòå ìó: �ñìúðòîíîñíà áîëåñò� èíôåêòè-
ðàëà ìàòåìåòèêàòà, Êðîíåêåð ãî íàðè÷à �íàó÷åí øàðëàòàíèí�, �ðå-
íåãàò� è �ðàçâàëåí ìëàäåæ�. Òîâà íåãàòèâíî îòíîøåíèå ñå ñìÿòà çà
ïðè÷èíà çà ÷åñòèòå äåïðåñèè, â êîèòî èçïàäàë Êàíòîð.

Â íàøè äíè ãîëÿìîòî ìíîçèíñòâî ìàòåìàòèöè, êîèòî íå ñà íè-
òî êîíñòðóêòèâèñòè, íèòî ôèíèòèñòè ïðèåìàò ðàáîòàòà íà Êàí-
òîð âúðõó òðàíñôèíèòíèòå ìíîæåñòâà è àðèòìåòèêà, êàòî ÿ ñìÿ-

òàò çà îñíîâíà ñìÿíà íà ïàðàäèãìàòà. Ïî äóìèòå íà Äàâèä Õèëáåðò: �Íèêîé íÿìà äà íè èçãîíè
îò Ðàÿ, êîéòî Êàíòîð ñúçäàäå�.

Ïðåç 1904 Êðàëñêîòî îáùåñòâî íàãðàæäàâà Êàíòîð ñúñ �Sylvester Medal�, íàé-âèñîêîòî
îòëè÷èå çà Êðàëñêîòî îáùåñòâî.

Àêî f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, òîãàâà îñöèëàöèÿòà �è â èíòåðâàëà [a, b] å
ðàâíà íà max

x∈[a,b]
{f(x)} − min

x∈[a,b]
{f(x)}.

Ìîæåì äà èçêàæåì Òåîðåìà 5.10 ñ ïîìîùòà íà ïîíÿòèåòî îñöèëàöèÿ.

Òåîðåìà 5.11 Àêî f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, òî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêà ÷å îñöèëàöèÿòà íà f âúâ âñåêè èíòåðâàë ñ äúëæèíà íå ïî�ãîëÿìà îò δ íå
íàäìèíàâà ε.

Îïðåäåëåíèå 5.12 Íåêà f : ∆→ R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Ìîäóë íà íåïðåêúñíàòîñò
íà f íàðè÷àìå ôóíêöèÿòà

ω∆(f ; δ) = sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| ≤ δ, x, y ∈ ∆}.

Îò Îïðåäåëåíèå 5.12 âåäíàãà ñå ïîëó÷àâàò ñâîéñòâàòà

ω∆(f ; δ) ≥ 0(13)

è
ω∆(f ; δ1) ≥ ω∆(f ; δ2) çà âñÿêî δ1 < δ2.(14)

Ïðèìåð 5.41 Ïðåñìåòíåòå ω[0,1](x
2; δ).
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Íåêà x, y ∈ [0, 1] è |x − y| < δ. Ñëåäâà x − δ ≤ y ≤ x + δ. Ìîæåì äà íàïèøåì
íåðàâåíñòâàòà:

|x2 − y2| ≤ |x2 − (x− δ)2| = 2δx− δ2 ≤ 2δ − δ2.

Ñëåäîâàòåëíî ω[0,1](x
2, δ) ≤ 2δ − δ2 < 2δ.

Ïðèìåð 5.42 Ïðåñìåòíåòå ω(0,1)

(
sin

(
1

x

)
; δ
)
.

Îò íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣∣sin
(

1

x

)
− sin

(
1

y

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣sin(1

x

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣sin

(
1

y

)∣∣∣∣∣ ≤ 1 + 1 = 2

ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî ω(0,1)

(
sin

(
1

x

)
; δ
)
≤ 2.

Äà èçáåðåì ðåäèöèòå xn =
1

2πn+
π

2

è yn =
1

2πn− π

2

. Çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà

n0 ∈ N, òàêà ÷å 0 < xn0 , yn0 < δ è ñëåäîâàòåëíî |xn0 − yn0 | < δ. Òîãàâà îò ðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣sin
(

1

xn0

)
− sin

(
1

yn0

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sin(2πn+

π

2

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣sin(2πn− π

2

)∣∣∣∣ = 1 + 1 = 2

ñëåäâà, ÷å ω(0,1)

(
sin

(
1

x

)
; δ
)
≥ 2. Ñëåäîâàòåëíî ω(0,1)

(
sin

(
1

x

)
; δ
)

= 2.

Ïðèìåð 5.43 Ïðåñìåòíåòå ω(0,1)

(
1

x
; δ
)
.

Íåêà δ > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî è äà ïîëîæèì y = δ. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ (0, y) å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |x− y| ≤ δ. Îò íåðàâåíñòâîòî

ω(0,1)

(
1

x
: δ
)
≥ sup

{∣∣∣∣1x − 1

δ

∣∣∣∣ : x ∈ (0, δ)
}

= +∞

ñëåäâà, ÷å ω(0,1)

(
1

x
: δ
)

= +∞.

Îò ãîðíèòå òðè ïðèìåðà âèæäàìå, ÷å ìîäóëúò íà íåïåêúñíàòîñò ìîæå äà ïðèåìà
âñÿêàêâè ñòîéíîñòè îò 0 äî +∞. Ìîäóëúò íà íåïðåêúñíàòîñò íà âñÿêà êîíñòàíòíà ôóíêöèÿ
å íóëà.

Òåîðåìà 5.12 Ôóíêöèÿòà f : ∆→ R å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî lim

δ→0
ω(f : δ) = 0.

123



Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñú-
ùåñòâóâà δε > 0, òàêà ÷å çà âñåêè x, y ∈ ∆, óäîâëåòâîðÿâàùè |x − y| < δε, å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî |f(x) − f(y)| < ε. Îò (14) ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî δ ∈ (0, δε) å èçïúëíåíî íåðà-
âåíñòâîòî

ω(f, δ) ≤ ω(f, δε) < ε

è ñëåäîâàòåëíî lim
δ→0

ω(f : δ) = 0.

Íåêà å èçïúëíåíî lim
δ→0

ω(f : δ) = 0. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δε , òàêà

÷å ω(f : δ) < ε çà âñÿêî δ ∈ (0, δε). Îò ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñåêè
x, y ∈ ∆, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò |x− y| < δ < δε, å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|f(x)− f(y)| ≤ ω(f : δε) < ε.

�

Çàäà÷è

1) Èçñëåäâàéòå çà ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò ôóíêöèèòå â óêàçàíèòå èíòåðâàëè:

à) f(x) =
x

4− x2
, x ∈ [−1, 1]; á) f(x) = ln x, x ∈ (0, 1); â) f(x) =

sinx

x
, x ∈ (0, π);

ã) f(x) = ex cos
(

1

x

)
, x ∈ (0, 1); ä) f(x) = arctgx, x ∈ (−∞,+∞);

å) f(x) =
√
x, x ∈ [1,+∞); æ) f(x) = x sinx, x ∈ [0,+∞);

ç) f(x) = sin(x2), x ∈ (−∞,+∞); è) f(x) = x+ sin(x2), x ∈ (−∞,+∞).

2) Íàìåðåòå îöåíêà íà ìîäóëà íà íåïðåêúñíàòîñò âúâ âèäà ωf (δ) ≤ Cδα, êúäåòî C è α ñà
êîíñòàíòè:

à) f(x) = x3, x ∈ [0, 1]; á) f(x) =
√
x, x ∈ [0, 1]; â) f(x) = sinx+ cosx, x ∈ [0, 2π].

5.9 Îòâîðåíè ïîêðèòèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.13 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò çàòâîðåíè èíòåðâàëè {[an, bn]}∞n=1 å ðåäè-
öà îò âëîæåíè åäèí â äðóã èíòåðâàëè, àêî çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî âêëþ÷âàíåòî
[an+1, bn+1] ⊆ [an, bn].

Îïðåäåëåíèå 5.14 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò âëîæåíè, çàòâîðåíè èíòåðâàëè {[an, bn]}∞n=1

å ñâèâàùà ñèñòåìà îò èíòåðâàëè, àêî lim
n→∞

(bn − an) = 0.
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Ëåìà 5.4 Ñå÷åíèåòî íà âñÿêà ñèñòåìà îò ñâèâàùè èíòåðâàëè ñå ñúñòîè îò åäèíñòâåíà
òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò óñëîâèåòî, ÷å {[an, bn]}∞n=1 å ñèñòåìà îò ñâèâàùè èíòåðâàëè ñëåäâà,
÷å ðåäèöàòà {an}∞n=1 å ðàñòÿùà è îãðàíè÷åíà îòãîðå è ðåäèöàòà {bn}∞n=1 å íàìàëÿâàùà è
îãðàíè÷åíà îòäîëó. Ñëåäîâàòåëíî äâåòå ðåäèöè ñà ñõîäÿùè è îò lim

n→∞
(bn − an) = 0 ñëåäâà,

÷å èìàò åäíà è ñúùà ãðàíèöà. Íåêà îçíà÷èì c = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn. Îò íåðàâåíñòâîòî

an ≤ c ≤ bn, êîåòî å èçïúëíåíî çà âñÿêî n ∈ N ñëåäâà, ÷å c ∈ ⋂∞n=1[an, bn] è ñëåäîâàòåëíî
ñèñòåìàòà {[an, bn]}∞n=1 èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå.

Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà d 6= c, êîåòî ïðèíàäëåæè íà ñå÷åíèåòî
⋂∞
n=1[an, bn]. Îò

íåðàâåíñòâîòî an ≤ d, c ≤ bn çà âñÿêî n ∈ N ñëåäâà, ÷å |c − d| ≤ (bn − an) çà âñÿêî n ∈ N,
êîåòî å íåâúçìîæíî, ïîíåæå |c− d| > 0 è lim

n→∞
(bn − an) = 0. �

Îïðåäåëåíèå 5.15 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x ∈ ∆ å âúòðåøíà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî ∆,
àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å (x− δ, x+ δ) ⊂ ∆.

Îïðåäåëåíèå 5.16 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî ∆ å îòâîðåíî, àêî ñå ñúñòîè ñàìî îò
âúòðåøíè òî÷êè.

Ïðèìåð 5.44 Ìíîæåñòâàòà (a, b), (a,+∞), (−∞,+∞), (a, b) ∪ (c, d), (a, b) ∩ (c, d) ñà
îòâîðåíè.

Îïðåäåëåíèå 5.17 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî ∆ å çàòâîðåíî, àêî ìíîæåñòâîòî R\∆
å îòâîðåíî.

Ïðèìåð 5.45 Ìíîæåñòâàòà [a, b], [a,+∞), (−∞,+∞), [a, b] ∪ [c, d], [a, b] ∩ [c, d] ñà çàò-
âîðåíè. Ìíîæåñòâîòî [a, b) íå å íèòî îòâîðåíî, íèòî çàòâîðåíî.

Îïðåäåëåíèå 5.18 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå çà ìíîæåñòâîòî
δ ∈ R, àêî ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò òî÷êè xn ∈ ∆, ñõîäÿùà êúì x.

Òâúðäåíèå 5.2 Ìîæåñòâîòî ∆ ⊂ R å çàòâîðåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúäúð-
æà âñè÷êèòå ñè òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ∆ å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. Ùå äîêàæåì ÷å âñÿêà òî÷êà íà ñãúñòÿ-
âàíå íà ∆ ïðèíàäëåæè íà ∆. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ñúùåñòâóâà x ∈ R\∆, êîÿòî
å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ∆. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ðåäèöà {xn}∞n=1 îò òî÷êè íà ∆,
òàêà ÷å limn→∞ xn = x. Îò äåôèíèöèÿòà çà çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, ñëåäâà ÷å R\∆ å îòâî-
ðåíî ìíîæåñòâî è ñëåäîâàòåëíî îò x ∈ R\∆ ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å
(x − δ, x + δ) ⊂ R\∆. Îò ãðàíèöàòà limn→∞ xn = x ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å
çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |xn − x| < δ, ò.å. îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê
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öÿëàòà ðåäèöà {xn}∞n=1 ïðèíàäëåæè íà èíòåðâàëà (x− δ, x+ δ) ⊂ R\∆, êîåòî ïðîòèâîðå÷è
íà èçáîðà íà ðåäèöàòà {xn}∞n=1 ⊂ ∆.

Íåêà ñåãà âñÿêà òî÷íà íà ñãúñòÿâàíå äà ïðèíàäëåæè íà ∆. Ùå ïîêàæåì, ÷å ïðè òîâà
óñëîâèå R\∆ å îòâîðåíî ìíîæåñòâî. Íåêà x ∈ R\∆. Ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0,
òàêà ÷å (x− δ, x+ δ) ⊂ R\∆. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. çà âñÿêî δn = 1

n
> 0 ñúùåñòâóâà

xn ∈ ∆ ∩ (x− δn, x+ δn), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å x å òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå íà ∆ è ñëåäîâàòåëíî
x ∈ ∆, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà èçáîðà íà x. �

Îïðåäåëåíèå 5.19 Êàçâàìå, ÷å ñèñòåìàòà îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà {σγ}γ∈Γ å îòâîðå-
íî ïîêðèòèå íà ìíîæåñòâîòî X, àêî
1) çà âñÿêî γ ∈ Γ ìíîæåñòâîòî σγ å îòâîðåíî;
2) çà âñÿêî x ∈ X ñúùåñòâóâà γ ∈ Γ, òàêà ÷å x ∈ σγ.

Îïðåäåëåíèå 5.20 Íåêà {σγ}γ∈Γ å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà ìíîæåñòâîòî X. Êàçâàìå,
÷å ñúùåñòâóâà îòâîðåíî êðàéíî ïîäïîêðèòå íà X, àêî ñúùåñòâóâàò γ1, γ2, . . . , γn ∈ Γ,
òàêà ÷å ìíîæåñòâîòî {σγk}nk=1 å ïîêðèòèå íà X.

Ùå äîêàæåì åäíà Ëåìà, êîÿòî èìà ðåäèöà ïðèëîæåíèÿ â Ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç.

Ëåìà 5.5 (Õàéíå�Áîðåë) Îò âñÿêî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b]
ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà Σ = {σγ}γ∈Γ å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà ìíîæåñòâîòî [a, b]. Àêî ñèñòå-
ìàòà Σ å êðàéíà, òâúðäåíèåòî å â ñèëà.

Íåêà ñèñòåìàòà Σ å áåçêðàéíà è äà äîïóñíåì, ÷å íå ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà íà äâå ðàâíè ÷àñòè

[
a,
a+ b

2

]
è

[
a+ b

2
, b

]
. Ïîíå åäèí îò ïîëó÷å-

íèòå èíòåðâàëè íå ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ êðàåí áðîé èíòåðâàëè îò Σ. Ïðîäúëæàâàìå òîçè
ïðîöåñ íà äåëåíèå íà ïîëîâèíà íà èíòåðâàëà, êîéòî íå ìîæå äà áúäå ïîêðèò ñ êðàåí áðîé
èíòåðâàëè è ïîëó÷àâàìå ðåäèöà îò âëîæåíè åäèí â äðóã çàòâîðåíè èíòåðâàëè

[a, b] = I0 ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In−1 ⊃ In ⊃ . . . ,

äúëæèíèòå íà êîèòî êëîíÿò êúì íóëà. Îò Ëåìà 5.4 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî
c ∈ ⋂∞

n=0 In. Îò c ∈ [a, b] ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà σγ0 ∈ Σ, òàêà ÷å c ∈ σγ0 . Îò óñëîâèåòî,
÷å σγ0 å îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å (c − δ, c + δ) ⊂ σγ0 .
Îò óñëîâèåòî, ÷å äúëæèíèòå íà èíòåðâàëèòå In êëîíÿò êúì íóëà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî âêëþ÷âàíåòî In ⊂ (c − δ, c + δ) ⊂ σγ0 , êîåòî
ïðîòèâîðå÷è ñ êîíñòðóêöèÿòà íà ðåäèöàòà {In}∞n=0, íèêîé îò åëåìåíòèòå �è äà íå ìîæå äà
áúäå ïîêðèò ñ êàåí áðîè åëåìåíòè íà Σ. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íå å âÿðíî. �
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Ôèãóðà 64: Felix
Edouard Justine Emile
Borel

Ôåëèêñ Áîðåë (1871 � 1956) å ôðåíñêè ìàòåìàòèê è ïîëèòèê.
Êàòî ìàòåìàòèê òîé å íàé�èçâåñòåí ñ ðàáîòàòà ñè ïî òåîðèÿ íà
ìÿðêàòà è âåðîÿòíîñòèòå. Áîðåë å ðîäåí â Saint-A�rique. Òîé ñïå÷åë-
âà íàöèîíàëíîòî ñúñòåçàíèå ïî ìàòåìàòèêà çà ó÷åíèöè ïðåç 1889.
Òîé çàâúðøâà âèñøåòî ñè îáðàçîâàíèå â Ecole Polytechnique ïðåç 1892
è çàùèòàâà äèñåðòàöèÿ ïðåç 1893. Ïúðâîíà÷àëíî ðàáîòè â óíèâåðñè-
òåòà â Ëèë, à ïîñëå ñòàâà ðúêîâîäèòåë íà êàòåäðàòà ïî òåîðèÿ íà
ôóíêöèèòå â Ecole Normale

Çàåäíî ñ Ëåáåã è Áåð, Áîðåë å îò ïèîíåðèòå â òåîðèÿ íà ìÿð-
êàòà è ïðèëîæåíèåòî �è â òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå. Áîðåë ïðàâè
âðúçêàòà ìåæäó õèïåðáîëè÷íàòà ãåîìåòðèÿ è ñïåöèàëíàòà òåîðèÿ
íà îòíîñèòåëíîñòòà.

Áåð å áèë ÷ëåí íà Ôðåíñêèÿ ïàðëàìåíò îò 1924 äî 1936, áèë å
ìèíèñòúð íà ìîðåòàòà. Ïðåç âòîðàòà ñâåòîâíà âîéíà å áèë ÷ëåí íà
ôðåíñêàòà ñúïðîòèâà.

Âàæíè çà Ëåìà 5.5 ñà è äâåòå óñëîâèÿ - èíòåðâàëà [a, b] äà
áúäå êàêòî êðàåí è çàòâîðåí, òàêà è Σ äà áúäå îòâîðåíî ïîêðèòèå.
Ùå èëþñòðèðàìå òîâà ñúñ ñëåäíèòå ïðèìåðè.

Ïðèìåð 5.46 Ñèñòåìàòà îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà
{(

1

2n
,

3

2n

)}∞
n=1

îáðàçóâà ïîêðèòèå

íà èíòåðâàëà (0, 1], íî íå ñúùåñòâóâà íåéíà êðàéíà ïîäñèñòåìà, êîÿòî äà å ïîêðèòèå.

Íàðóøåíî å óñëîâèåòî èíòåðâàëà (0, 1] äà áúäå çàòâîðåí.

Ïðèìåð 5.47 Ñèñòåìàòà îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà {(2n, 2n+ 2)}∞n=0 îáðàçóâà ïîêðèòèå
íà èíòåðâàëà [1,+∞), íî íå ñúùåñòâóâà íåéíà êðàéíà ïîäñèñòåìà, êîÿòî äà å ïîêðèòèå.

Íàðóøåíî å óñëîâèåòî èíòåðâàëà [1,+∞) äà áúäå êðàåí.

Ïðèìåð 5.48 Ñèñòåìàòà îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà
[
0,

1

2

]⋃{[2n − 1

2n
,
2n+1 − 1

2n+1

]}∞
n=1

îá-

ðàçóâà ïîêðèòèå íà èíòåðâàëà [0, 2], íî íå ñúùåñòâóâà íåéíà êðàéíà ïîäñèñòåìà, êîÿòî
äà å ïîêðèòèå.

Íàðóøåíî å óñëîâèåòî Σ äà áúäå îòâîðåíî ïîêðèòèå.
Ùå èëþñòðèðàìå, êàê ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 5.5 ìîãàò äà ñå äîêàæàò íÿêîëêî îò îñíîâ-

íèòå òåîðåìè çà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 5.5: Íåêà äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî: íå ñúùåñòâóâà

òî÷êà, â êîÿòî f(c) = 0. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà δx > 0, òàêà ÷å f(z).f(x) >
0 çà âñÿêî z ∈ [x − δx, x + δx]. Ñèñòåìàòà {(x − δx, x + δx)}x∈[a,b] å îòâîðåíî ïîêðèòèå
çà [a, b]. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà íåéíî êðàéíî ïîäïîêðèòèå {(xk − δxk , xk + δxk)}nk=1.
Òî÷êàòà a ïðèíàäëåæè íà åäíî îò ìíîæåñòâàòà {(xk − δxk , xk + δxk)}nk=1. Äà ïðèåìåì, ÷å
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a ∈ (x1−δx1 , x1 +δx1). Òîãàâà f(x1 +δx1).f(a) > 0. Òî÷êàòà x1 +δx1 ïðèíàäëåæè íà íÿêîå îò
ìíîæåñòâàòà {(xk − δxk , xk + δxk)}nk=2. Äà ïðèåìåì, ÷å x1 + δx1 ∈ (x2 − δx2 , x2 + δx2). Òîãàâà
f(x2− δx2).f(x1 + δx1) > 0 è f(x2 + δx2).f(x1 + δx1) > 0. Ñëåäîâàòåëíî f(a).f(z) > 0 çà âñÿêî
z ∈ (x2−δx2 , x2 +δx2). Òî÷êàòà x2 +δx2 ïðèíàäëåæè íà íÿêîå îò ìíîæåñòâàòà {(xk−δxk , xk+
δxk)}nk=3. Äà ïðèåìåì, ÷å x2 + δx2 ∈ (x3 − δx3 , x3 + δx3). Òîãàâà f(x3 − δx3).f(x2 + δx2) > 0 è
f(x3 + δx3).f(x2 + δx2) > 0. Ñëåäîâàòåëíî f(a).f(z) > 0 çà âñÿêî z ∈ (x3 − δx3 , x2 + δx3) .

Ñëåä íàé�ìíîãî n ñòúïêè ùå ïîëó÷èì, ÷å b ∈ (xk − δxk , xk + δxk), çà íÿêîå k ≤ n.
Òîãàâà ïîëó÷àâàìå, ÷å f(z).f(a) > 0 çà âñÿêî z ∈ (xk − δxk , xk + δxk) è ñëåäîâàòåëíî
f(a).f(b) > 0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà óñëîâèåòî íà Òåîðåìà 5.5 è ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî,
÷å íå ñúùåñòâóâà c ∈ [a, b], òàêà ÷å f(c) = 0 áåøå ïîãðåøíî. �

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 5.7: Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî
x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà δx > 0, òàêà ÷å f(x)− 1 < f(z) < f(x) + 1 çà âñÿêî z ∈ (x− δx, x+ δx).
Ñèñòåìàòà {(x − δx, x + δx)}x∈[a,b] å îòâîðåíî ïîêðèòèå çà [a, b]. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
íåéíî êðàéíî ïîäïîêðèòèå {(xk − δxk , xk + δxk)}nk=1. Íåêà äà ïîëîæèì Mk = f(xk) + 1 è
mk = f(xk)− 1. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

m = min{mk, k = 1, . . . , n} ≤ f(x) ≤ max{Mk, k = 1, . . . , n} = M.

�

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 5.10: Íåêà ε > 0. Çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà δx > 0,
òàêà ÷å çà âñÿêî z ∈ (x− δx, x+ δx) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

f(x)− ε

2
< f(z) < f(x) +

ε

2
.(15)

Íåêà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà

(
x− δx

2
, x+

δx
2

)
. Îòíîâî çà âñÿêî z ∈

(
x− δx

2
, x+

δx
2

)
ñå

óäîâëåòâîðÿâà (15). Ñèñòåìàòà

{(
x− δx

2
, x+

δx
2

)}
x∈[a,b]

îáðàçóâà êðàéíî ïîêðèòèå íà [a, b]

è ñïîðåä Ëåìà 5.5 ñúùåñòâóâà îòâîðåíî ïîäïîêðèòèå

{(
xk −

δxk
2
, xk +

δxk
2

)}n
k=1

.

Äà ïîëîæèì δ = min

{
δxk
2

: k = 1, 2, . . . n

}
. Íåêà z, y ∈ [a, b] ñà äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè,

òàêèâà ÷å |z−y| < δ. Ñúùåñòâóâà xi0 , òàêà ÷å y ∈
(
xi0 −

δxi0
2
, xi0 +

δxi0
2

)
. Îò |x−xi0 | <

δxi0
2

ïîëó÷àâàìå

|z − xi0| ≤ |z − y|+ |y − xi0| < δ +
δxi0
2
≤ δxi0

è ñëåäîâàòåëíî |f(z)− f(xi0)| < ε

2
. Òîãàâà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

|f(z)− f(y)| ≤ |f(z)− f(xi0)|+ |f(xi0)− f(y)| < ε

2
+
ε

2
= ε.
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�

Çàäà÷è:

1) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : ∆→ R å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà, àêî çà âñÿêî x ∈ ∆ ñúùåñòâóâà
δx, òàêà ÷å f å îãðàíè÷åíà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [x − δx, x + δx]. Äîêàæåòå, ÷å àêî f å
ëîêàëíî îãðàíè÷åíà â [a, b], òî f å îãðàíè÷åíà â [a, b].

2) Íåêà [a, b] ñå ñúäúðæà â îòâîðåíî ìíîæåñòâîX. Äîêàæå, ÷å çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñúùåñòâóâà
εx > 0, òàêà ÷å (x− ε, x+ ε) ⊂ X.
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6 Ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêèÿò àíàëèç, êîéòî ðàçðàáîòâàò Íþòîí è Ëàéáíèö, ñúáóæäà ìíîæåñòâî äèñ-
êóñèè è êðèòèêè, êîèòî ñà áèëè íàïúëíî îñíîâàòåëíè, ÷å îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ ñà íåÿñíî
ôîðìóëèðàíè. Óñïåõúò íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç ïðè ðåøàâàíå íà ìíîæåñòâî ôèçè÷íè
çàäà÷è äàâà óâåðåíîñòòà íà ìàòåìàòèöèòå, ÷å èäåèòå ðàçâèòè îò Íþòîí è Ëàéáíèö ñà
âåðíè.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñâîáîäíî ïàäàùî òÿëî. Äîáðå èçâåñòåí å çàêîíúò çà èçìèíàòèÿ ïúò

s(t) =
gt2

2
, çà âðåìå t, èçìåðåíî â ñåêóíäè, êúäåòî g å çåìíîòî ïðèòåãëÿíå. Èçìèíàòèÿò

ïúò îò ìîìåíòà t0 äî ìîìåíòà t0 + ∆t å ðàâåí íà

∆s = s(t0 + ∆t)− s(t0) =
g(t0 + ∆t)2

2
− gt20

2
=
g(2t0∆t+ ∆t2)

2
.

Òîãàâà ñðåäíàòà ñêîðîñò çà âðåìåòî ∆t å

∆s

∆t
= gt0 +

g∆t

2
.

Êàêòî âèæäàìå ñðåäíàòà ñêîðîñò ñå ïðîìåíÿ ñ èçìåíåíèåòî íà ∆t è êîëêîòî ïî�ìàëêà
å ñòîéíîñòòà íà ∆t, òîëêîâà ïî�ìàëêî å îòêëîíåíèåòî íà ñêîðîñòòà íà ïàäàùîòî òÿëî â
ìîìåíòà t0. Àêî íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ∆t → 0, ïîëó÷àâàìå ìîìåíòíàòà ñêîðîñò
íà ïàäàùîòî òÿëî

v(t0) = lim
∆t→0

(
gt0 +

g∆t

2

)
= gt0.

6.1 Äîïèðàòåëíà êúì êðèâà

Ôèãóðà 65: Äîïèðàòåëíà
êúì îêðúæíîñò

Îò ó÷èëèùíèÿ êóðñ å èçâåñòíî ïîíÿòèåòî äîïèðàòåëíà ïðàâà
êúì îêðúæíîñò: ïðàâà, êîÿòî èìà òî÷íî åäíà îáùà òî÷êà ñ
îêðúæíîñòòà, ñå íàðè÷à äîïèðàòåëíà. Íà Ôèã. 65 ñà ïðåäñòà-
âåíè îêðúæíîñò k, äîïèðàòåëíà a êúì k â òî÷êàòà B, ïðàâà
b, êîÿòî íÿìà îáùè òî÷êè ñ k è ïðàâà c, êîÿòî èìà äâå îáùè
òî÷êè ñ k.

Ïðèìåð 6.1 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà y = sin(x).

Âèäíî å, ÷å ïðàâàòà x = 0 èìà åäèíñòâåíà îáùà òî÷êà
ñ êðèâàòà, íî íå å äîïèðàòåëíà. Ñúùî òàêà ïðàâàòà y = 1 ìà
áåçáðîé ìíîãî îáùè òî÷êè ñ êðèâàòà, à äîïèðà ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà (Ôèã. 66).

Òîçè ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å äåôèíèöèÿòà íà äîïèðàòåëíà
êúì îêðúæíîñò íå ìîæå äà ñå ïðåíåñå çà ïðîèçâîëíà êðèâà.
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Ôèãóðà 66: Äîïèðàòåëíà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà sinx

Íåêà å äàäåíà ôóíêöèÿòà f(x) è x0 å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò íåéíàòà äåôèíèöèîííà
îáëàñò. Íåêà ∆x å íàðàñòâàíåòî íà àðãóìåíòà. Äà ðàçãëåäàìå ïðàâàòà g, ìèíàâàùà ïðåç
òî÷êèòå M0(x0, y0) è M(x0 + ∆x, y0 + ∆y), êúäåòî y0 = f(x0) è ∆y = f(x0 + ∆x) − f(x0).
Ñ ∆y = ∆f ñå îòáåëÿçâà íàðàñòâàíåòî íà ôóíêöèÿòà f (Ôèã. 67). Äà ïðåñìåòíåì úãëîâèÿ
êîåôèöèåíò íà ïðàâàòà g = MM0.

f(x0 + ∆x)− f(x0)

x0 + ∆x− x0

=
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
=

∆y

∆x
.

Òîãàâà óðàâíåíèåòî íà ïðàâàòà g = MM0, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå (x0, y0) è (x0 + ∆x, y0 +

∆y) å
y − y0

x− x0

=
∆y

∆x
.

Ôèãóðà 67: Ïðàâà ïðåç äâå òî÷êè îò êðèâà

Îïðåäåëåíèå 6.1 Äîïèðàòåëíà êúì êðèâàòà y = f(x) â òî÷êàòà (x0, y0) íàðè÷àìå ïðà-
âàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êàòà (x0, y0) è èìàùà úãëîâ êîåôèöèåíò:

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.(16)

Îò Îïðåäåëåíèå 6.1 ñëåäâà, ÷å èìà êðèâè, êîèòî íÿìàò äîïèðàòåëíà â äàäåíà òî÷êà,
çàùîòî ìîæå äà íå ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà (16).

131



Ïðèìåð 6.2 Íàìåðåòå äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (2, 4) êúì ïàðàáîëàòà y = x2.

Ïðåñìÿòàìå úãëîâèÿ êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (2, 4).

k = lim
∆x→0

(2 + ∆x)2 − 22

∆x
= lim

∆x→0

4∆x+ (∆x)2

∆x
= lim

∆x→0

∆x(4 + ∆x)

∆x
= 4.

Ñëåäîâàòåëíî äîïèðàòåëíàòà èìà óðàâíåíèå y = 4x− 4 (Ôèã. 68).

Ôèãóðà 68: Äîïèðàòåëíà â òî÷êàòà (2, 4) êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2

Ïðèìåð 6.3 Íàìåðåòå äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (3, 1) êúì êðèâàòà y = 3/x.

Úãëîâèÿò êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà x/3 â òî÷êàòà (3, 1) å

k = lim
∆x→0

3

3 + ∆x
− 3

3
∆x

= lim
∆x→0

3

3 + ∆x
− 1

∆x
= lim

∆x→0

3− (3 + ∆x)

3 + ∆x
∆x

= lim
∆x→0

−∆x

∆x(3 + ∆x)
= − lim

∆x→0

1

3 + ∆x
= −1

3

è äîïèðàòåëíàòà èìà óðàâíåíèå x+ 3y − 6 = 0 (Ôèã. 69).

Ïðèìåð 6.4 Íàìåðåòå äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (a,
√
a), a ∈ (0,+∞) êúì êðèâàòà

y =
√
x.

Úãëîâèÿò êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà êúì êðèâàòà
√
x â òî÷êàòà (a,

√
a) å

k = lim
∆x→0

√
a+ ∆x−

√
a

∆x
= lim

∆x→0

√
a+ ∆x−

√
a

∆x
.

√
a+ ∆x+

√
a√

a+ ∆x+
√
a

=

= lim
∆x→0

a+ ∆x− a
∆x(
√
a+ ∆x+

√
a)

= lim
∆x→0

∆x

∆x(
√
a+ ∆x+

√
a)

=
1

2
√
a
.
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Ôèãóðà 69: Äîïèðàòåëíà â òî÷êàòà (3, 1) êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = 3
x

x
0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

Ôèãóðà 70: Äîïèðàòåëíè â òî÷êèòå (1, 1) è (4, 2) êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
√
x

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å â òî÷êàòà (1, 1), úãëîâèÿò êîåôèöèåíò å ðàâåí íà 1/2, â òî÷êàòà (4, 2)
å 1/4. Äîïèðàòåëíèòå â òî÷êèòå (1, 1) è (4, 2) ñà ñúîòâåòíî x− 2y + 1 = 0 è x− 4y − 4 = 0
(Ôèã.70).

Ùå èëþñòðèðàìå êàê ñ ïîìîùòà íà Maple äà ïðåñìÿòàìå óðàâíåíèÿ íà äîïèðàòåëíè
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êúì êðèâà.
f := x→

√
x;

x→
√
x;

g := a→ limit

(
f(a+ x)− f(a)

x
, x = 0

)
;

a→ lim
x→0

(
f(a+ x)− f(a)

x

)
;

y := x→ k · x+ b;
x→ kx+ b;
u1 := 1;
s1 := solve(g(u1) · u1 + b = f(u1), b);
u2 := 4;
s2 := solve(g(u2) · u2 + b = f(u2), b);
g(u1) · x+ s2;
g(u2) · x+ s2;

;

1;
1

2
;

4;
1;
1

2
x+

1

2
;

1

4
x+ 1;

;

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå úãëîâèÿ êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êèòå (1, f(1)), (2, f(2) è (0, f(0))
íà ôóíêöèÿòà f è çàïèøåòå óðàâíåíèåòî �è:

à) f(x) = 4x− x2; á) f(x) = x− x3; â) f(x) = x3 − 3x+ 1; ã) f(x) =
2x+ 1

x+ 2
.

2) Íàìåðåòå â êîÿ òî÷êà (a, f(a)) äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f ñêëþ÷âà
ñ êîîðäèíàòíàòà îñ Ox úãúë 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦:

à) f(x) = x2; á) f(x) = x3; â) f(x) = x3 + x; ã) f(x) = x2 − x.

6.2 Äåôèíèöèÿ íà ïðîèçâîäíà

Ðàçãëåæäàéêè ðàçëè÷íè çàäà÷è, íèå ñòèãíàõìå äî ãðàíèöà îò âèäà

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Îïðåäåëåíèå 6.2 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0, àêî ñúùåñ-
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òâóâà ãðàíèöàòà

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
,

êîÿòî íàðè÷àìå ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0 è ÿ îçíà÷àâàìå ñ f
′
(x0).

Ïðèìåð 6.5 Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y = x çà âñÿêî x0 ∈ R.

Î÷åâèäíî
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
=
x0 + ∆x− x0

∆x
=

∆x

∆x
= 1.

Ñëåäîâàòåëíî (x)
′
= 1 çà âñÿêî x ∈ R.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿ â äàäåíà òî÷êà f ′(x0) å ÷èñëî.

Ïðèìåð 6.6 Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y = x2 çà âñÿêî x0 ∈ R.

Î÷åâèäíî

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
=

(x0 + ∆x)2 − x2
0

∆x
=
x2

0 + 2x0∆x+ ∆x2 − x2
0

∆x

=
2x0∆x+ ∆x2

∆x
=

∆x(2x0 + ∆x)

∆x
= 2x0.

Ñëåäîâàòåëíî (x2)
′
= 2x çà âñÿêî x ∈ R.

Òàêà íàïðèìåð f
′
(2) = 4, à f

′
(1/2) = 1 (Ôèã. 71).

Ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ ñ ïîìîùòà íà Maple:
f := x→ x2;

x→ x2;

g := a→ limit

(
f(a+ x)− f(a)

x
, x = 0

)
;

a→ lim
x→0

(
f(a+ x)− f(a)

x

)
;

g(a);

2a;
Ïðîäóêòúò Maple äàâà âúçìîæíîñò çà ïî�ëåñíî ïðåñìÿòàíå íà ïðîèçâîäíè ñ êîìàí-

äèòå diff(f(x), x) è D(f).
f := x→ x2;
x→ x2;

Îïåðàòîðúò diff(f(x), x) íàìèðà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f ñïðÿìî ïðîìåíëè-
âàòà x, íî íå ïðèñâîÿâà ñòîéíîñò ôóíêöèÿ è çà òîâà èìà îãðàíè÷åíè âúçìîæíîñòè çà
èçïîëçâàíå ïðè ïðåñìÿòàíèÿ, ñâúðçàíè ñ ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà.
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Ôèãóðà 71: Äîïèðàòåëíè â òî÷êèòå (2, 4) è
(

1

2
,
1

4

)
êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2

g1 := diff(f(x), x);
2x;

Îïåðàòîðúò D(f) íàìèðà ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f è ïðèñâîÿâà ñòîéíîñò ôóí-
êöèÿ, êîÿòî ìîæå äà ñå èçïîëçâà êàòî ôóíêöèÿ çà äðóãè ïðåñìÿòàíèÿ
f1 := D(f);
x→ 2x;

Ùå èçïîëçâàìå îïåðàòîðà D(f) çà ïîñòðîÿâàíå íà äîïèðàòåëíèòå îò (Ôèã. 71) êúäåòî
f(x) = x2 è f1 := D(f):
u1 := 2;

s1 := solve(f1(u1) · u1 + b = f(u1), b);

u2 := 1/2;

s2 := solve(f1(u2) · u2 + b = f(u2), b);

plot({f1(u1) · x+ s1, f1(u2) · x+ s2, f(x)}, x = −1..3);

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà â ïðîèçâîëíà òî÷êà x íà ôóíêöèÿòà f :

à) f(x) = x3; á) f(x) =
1

x
; â) f(x) = x3 + 2x; ã) f(x) = x2 − x3.

2) Íàìåðåòå äîïèðàòåëíàòà â òî÷êèòå (1, f(1)), (2, f(2) è
(

1

4
, f
(

1

4

))
íà ôóíêöèÿòà f :
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à) f(x) = x3 + 1; á) f(x) =
2

x
+ x; â) f(x) = x3 + 2x− x; ã) f(x) =

1

x2
.

6.3 Îñíîâíè òåîðåìè çà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ

Òåîðåìà 6.1 Àêî åäíà ôóíêöèÿ èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0, òî òÿ å íåïðåêúñíàòà â
òàçè òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî: Î÷åâèäíî

lim
∆x→0

(f(x0 + ∆x)− f(x0)) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
∆x = f

′
(x0) lim

∆x→0
∆x = 0.

�

Ñúñ ñëåäâàùèÿ ïðèìåð ùå ïîêàæåì, ÷å îáðàòíîòî òâúðäåíèå íà Òåîðåìà 6.1 íå å
âÿðíî.

Ïðèìåð 6.7 Ôóíêöèÿòà f(x) = |x| å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x ∈ R, íî íÿìà ïðîèçâîäíà
â òî÷êàòà 0.

Íàèñòèíà îò
f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
=
|∆x|
∆x

=

{
1, x ≥ 0
−1, x < 0.

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å íå ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà íà äèôåðåí÷íîòî ÷àñòíî â òî÷êàòà 0 (Ôèã.
72). Ñëåäîâàòåëíî íå ñúùåñòâóâà äîïèðàòåëíà â òî÷êàòà (0, 0).

Òåîðåìà 6.2 Ïðîèçâîäíàòà íà êîíñòàíòíàòà ôóíêöèÿ å ðàâíà íà 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà f(x) ≡ c. Òîãàâà çà âñÿêî x0

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

c− c
∆x

= lim
∆x→0

0

∆x
= 0.

�

Òåîðåìà 6.3 Ïðîèçâîäíàòà íà f(x) = xn, çà âñÿêî n ∈ N å ðàâíà íà nxn−1.

Äîêàçàòåëñòâî: Çà âñÿêî x0 èìàìå

(x0 + ∆x)n =

(
n

0

)
xn0 +

(
n

1

)
xn−1

0 ∆x+

(
n

2

)
xn−2

0 (∆x)2 + . . .+

(
n

n− 1

)
x0(∆x)n−1 +

(
n

n

)
(∆x)n.

Òîãàâà

lim
∆x→0

(x0 + ∆x)n − xn0
∆x

= lim
∆x→0

(
n

1

)
xn−1

0 +

(
n

2

)
xn−2

0 ∆x+ . . .+

(
n

n

)
(∆x)n−1 = nxn−1

0 .

�
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Ôèãóðà 72: ½Äîïèðàòåëíè� ïðàâè â òî÷êèòå (0, 0) êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = |x|

Òåîðåìà 6.4 Íåêà f èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è a ∈ R. Òîãàâà ôóíêöèÿòà F (x) =
af(x) èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è F

′
(x0) = af

′
(x0).

Äîêàçàòåëñòâî:

lim
∆x→0

af(x0 + ∆x)− af(x0)

∆x
= lim

∆x→0
a
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

= a lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= af

′
(x0).

�

Ïðèìåð 6.8 Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà 5x3.

Èçïîëçâàéêè ïîñëåäîâàòåëíî Òåîðåìà 6.4 è Òåîðåìà 6.3 ïîëó÷àâàìå: (5x3)
′

= 5(x3)
′

=
5.3.x2 = 15x2.

Òåîðåìà 6.5 Íåêà f è g èìàò ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0. Òîãàâà f + g è f − g èìàò
ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è

(f ± g)
′
(x0) = f

′
(x0)± g′(x0).

138



Äîêàçàòåëñòâî: Äà ïîëîæèì F = f + g. Òîãàâà

lim
∆x→0

F (x0 + ∆x)− F (x0)

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x) + g(x0 + ∆x)− (f(x0) + g(x0))

∆x

= lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
+ lim

∆x→0
a
g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x

= f
′
(x0) + g

′
(x0).

Äîêàçàòåëñòâîòî çà F = f − g ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 6.9 Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà x2 − 3x5 + x3.

Èçïîëçâàéêè ïîñëåäîâàòåëíî Òåîðåìà 6.5, Òåîðåìà 6.4 è Òåîðåìà 6.3 ïîëó÷àâàìå:

(x2 − 3x5 + x3)
′
= (x2)

′ − (3x5)
′
+ (x3)

′
= (x2)

′ − 3(x5)
′
+ (x3)

′
= 2x− 15x4 + 3x2.

Òåîðåìà 6.6 Íåêà f è g èìàò ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0. Òîãàâà:
1) (fg)

′
(x0) = f

′
(x0)g(x0) + g

′
(x0)f(x0);

2)

(
f

g

)′
(x0) =

f
′
(x0)g(x0)− g′(x0)f(x0)

g2(x0)
ïðè g(x0) 6= 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.1 ôóíêöèÿòà g å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0.
1) Äà ïîëîæèì F = fg.

lim
∆x→0

∆F

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)g(x0 + ∆x)− f(x0)g(x0)

∆x

= lim
∆x→0

(f(x0 + ∆x)− f(x0))g(x0 + ∆x) + f(x0)(g(x0 + ∆x)− g(x0))

∆x

= lim
∆x→0

g(x0 + ∆x) lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
+ f(x0) lim

∆x→0

g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x

= f
′
(x0)g(x0) + g

′
(x0)f(x0).

2) Ïúðâî ùå ïðåñìåòíåì

lim
∆x→0

1

g(x0 + ∆x)
− 1

g(x0)

∆x
= − lim

∆x→0

g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x
g(x0 + ∆x)g(x0)

= − g
′
(x0)

(g(x0))2
.

Òîãàâà íàìèðàìå(
f

g

)′
(x) =

(
f

1

g

)′
(x) = f

′
(x)

1

g(x)
+ f(x)

(
1

g(x)

)′

=
f
′
(x)

g(x)
− f(x).g

′
(x)

(g(x))2
=
f
′
(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
.

�
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Ïðèìåð 6.10 Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà (x2 − x).(x3 + 3) è íà (x2 − x)/(x3 + 3).

Èçïîëçâàéêè ïîñëåäîâàòåëíî Òåîðåìà 6.6 ïîëó÷àâàìå:(
(x2 − x).(x3 + 3)

)′
= (x2− x)

′
.(x3 + 3) + (x2− x).(x3 + 3)

′
= (2x− 1).(x3 + 3) + (x2− x).3x2.

è (
x2 − x
x3 + 3

)′
=

(x2 − x)
′
.(x3 + 3)− (x2 − x).(x3 + 3)

′

(x3 + 3)2
=

(2x− 1).(x3 + 3) + (x2 − x).3x2

(x3 + 3)2
.

Ïðîèçâîäíè, çà íàìèðàíåòî íà êîèòî ñå èçèñêâàò ìíîæåñòâî ïðåñìÿòàíèÿ, ñå íàìèðàò
ñ ïîìîùòà íà Maple áåç çàòðóäíåíèÿ.

f := x→ x · (x− 1)3 · (x− 2)3

(x+ 2)2 − (x+ 3)3
;

x→ x(x− 1)3(x− 2)3

(x+ 2)2 − (x+ 3)3
;

g1 := diff(f(x), x);

3x(x− 1)2(x− 2)3

(2 + x)2 − (x+ 3)3
+

(x− 1)3(x− 2)3

(2 + x)2 − (x+ 3)3
+

3x(x− 1)3(x− 2)2

(2 + x)2 − (x+ 3)3

− x(x− 1)3(x− 2)3 (4 + 2x− 3(x+ 3)2)

((2 + x)2 − (x+ 3)3)2

factor(g1);

(x− 1)2(x− 2)2(−62x2 + 86x3 + 37x4 + 4x5 − 276x+ 46)

(23 + 23x+ 8x2 + x3)2

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà f :

à) f(x) = x5− 3x4 + 2x− 1; á) f(x) = (x− 1).(x+ 1)2; â) f(x) =
x

1 + x2
; ã)

1

x
− x

2 + 1

x− 1
+ 5x.

6.4 Äèôåðåíöèðóåìîñò íà ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 6.3 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0, àêî ñú-
ùåñòâóâà A ∈ R, òàêà ÷å íàðàñòâàíåòî �è ∆f â òàçè òî÷êà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ
âèäà

∆f = A∆x+ o(∆x).(17)

Òâúðäåíèå 6.1 Åäíà ôóíêöèÿ èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-
ãàòî òÿ å äèôåðåíöèðóåìà â òàçè òî÷êà è A = f

′
(x0).
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0. Òîãàâà

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= f

′
(x0),

ò.å.

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)− f ′(x0)∆x

∆x
= 0,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ôóíêöèÿòà f(x0 +∆x)−f(x0)−f ′(x0)∆x å áåçêðàéíî ìàëêà îò ïî-âèñîê
ðåä îò ∆x è ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ÿ çàïèøåì, êàòî

f(x0 + ∆x)− f(x0)− f ′(x0)∆x = o(∆x),

ò.å. âúâ âèäà (17).
Îáðàòíî, íåêà ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà, òîãàâà îò (17) ïîëó÷àâàìå

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= lim

∆x→0

A∆x+ o(∆x)

∆x
= lim

∆x→0

A∆x

∆x
+ lim

∆x→0

o(∆x)

∆x
= A.

�

Òåîðåìà 6.7 Àêî ôóíêöèÿòà g èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è ôóíêöèÿòà f èìà ïðîèç-
âîäíà â òî÷êàòà g(x0), òîãàâà ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ f(g(x)) èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà
x0 è òÿ å ðàâíà íà (f(g(x0)))

′
= f

′
(g(x0)).g

′
(x0).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïîëîæèì F (x) = f(g(x)). Îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà ôóíêöèÿòà g
â òî÷êàòà x0 ñëåäâà, ÷å g å íåïðåêúñíàòà â x0 è ñëåäîâàòåëíî lim

∆x→0
(g(x0 + ∆x)− g(x0)) = 0.

Òîãàâà
∆f = f

′
(g(x0))∆g + o(∆g)

è

lim
∆x→0

∆F

∆x
= lim

∆x→0

f
′
(g(x0))∆g + o(∆g)

∆x
= lim

∆x→0

f
′
(g(x0))∆g

∆x
+ lim

∆x→0

o(∆g)

∆x

= f
′
(g(x0))g

′
(x0) + lim

∆x→0

∆g

∆x
α(∆g)

= f
′
(g(x0))g

′
(x0) + g

′
(x0) lim

∆x→0
α(∆g) = f

′
(g(x0))g

′
(x0),

êúäåòî limx→0 α(x) = 0. �

Òåîðåìà 6.8 Íåêà ôóíêöèÿòà f : (a, b)→ R å ñòðîãî ìîíîòîííà è íåêà g(y) å íåéíàòà
îáðàòíà ôóíêöèÿ. Àêî ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0 ∈ (a, b) è f

′
(x0) 6= 0,

òîãàâà g å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà y0 = f(x0) è g(y0) =
1

f ′(x0)
.
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Äîêàçàòåëñòâî: Ùå ïîêàæåì, ÷å ôóíêöèÿòà g(y) å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà y0. Ïî-
ëàãàìå ∆x = ∆g = g(y0 + ∆y) − g(y0). Òîãàâà y0 + ∆y = f(g(y0 + ∆y)) = f(x0 + ∆x) è
ñëåäîâàòåëíî ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0) = ∆f . Îò Òåîðåìà 5.3 ñëåäâà, ÷å g ñúùåñòâóâà è å
íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà y0, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å lim∆y→0 ∆x = 0. Îò ñòðîãàòà ìîíîòîííîñò
ñëåäâà, ÷å ∆y 6= 0 è ∆x 6= 0. Òàêà ïîëó÷àâàìå:

lim
∆y→0

∆g

∆y
= lim

∆y→0

∆x

∆y
= lim

∆y→0

1
∆y
∆x

=
1

f ′(x0)
.

�

Ïðèìåð 6.11 Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y =
√
x.

Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå y2 = x èëè x = g(y) = y2. Òîãàâà g
′
(y) = 2y

è ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.8 ïîëó÷àâàìå

y
′
(x) =

1

g′(y)
=

1

2y
=

1

2
√
x
.

Ïðèìåð 6.12 Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà y =

√
x+ 1

x+ 2
.

Ñëåä ïîâäèãàíå íà êâàäðàò ïîëó÷àâàìå y2 =
x+ 1

x+ 2
èëè x = g(y) =

1− 2y2

y2 − 1
. Òîãàâà

g
′
(y) =

2y

(y2 − 1)2
è ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.8 ïîëó÷àâàìå

y
′
(x) =

1

g′(y)
=

1
2y

(y2 − 1)2

=
(y2 − 1)2

2y
=

1

2(x+ 2)2

√
x+ 2

x+ 1
.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå:

à) f(x) = 3
√
x; á) f(x) = n

√
x; â) f(x) =

√
1 + x;

ã) f(x) = 3
√

1− x; ä) f(x) =

√
x+ 3

x− 2
; å) f(x) = 3

√
x+ 1

x− 1
.

2) Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå:

à) f(x) = 3
√

1 + x2 + x3; á) f(x) = n
√
x2 + 2; â) f(x) =

√
1 + x+

1

x
;

ã) f(x) = 3

√
(1− x)2; ä) f(x) =

√
x2 + 3

x− 2
; å) f(x) = 3

√
x2 + 1

x2 − 1
.
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6.5 Ïðîèçâîäíè íà åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè

Òâúðäåíèå 6.2 (lnx)
′
=

1

x
.

Äîêàçàòåëñòâî:

ln(x0 + ∆x)− ln(x0)

∆x
=

x0

x0∆x
ln
(

1 +
∆x

x0

)
=

1

x0

ln
(

1 +
∆x

x0

) x0
∆x

.

Íåêà ïîëîæèì t = ∆x/x0. Îò ãðàíèöàòà limt→0(1 + t)1/t = e è íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíê-
öèÿòà lnx ïîëó÷àâàìå

lim
∆x→0

1

x0

ln
(

1 +
∆x

x0

) x0
∆x

= lim
t→0

1

x0

ln(1 + t)1/t =
1

x0

ln e =
1

x0

.

�

Òâúðäåíèå 6.3 (ex)
′
= ex.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = y = ex. Íåéíàòà îáðàòíà ôóíêöèÿ å
g(y) = x = ln y. Òîãàâà ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.8

f
′
(x) =

1

g′(y)
=

1

1/y
= y = ex.

�

Ñëåäñòâèå 6.1 (ax)
′
= ax ln a, (loga x)

′
=

loga e

x
.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.7 è Òâúðäåíèe 6.3 ïîëó÷àâàìå:

(ax)
′
=
(
eln ax

)′
=
(
ex ln a

)′
= ex ln a. (x ln a)

′
= ax. ln a.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.7 è Òâúðäåíèe 6.2 ïîëó÷àâàìå:

(loga x)
′
=

(
lnx

ln a

)′
=

1

x ln a
=

loga e

x
.

�

Òâúðäåíèå 6.4 (xa)
′
= axa−1 çà âñÿêî a ∈ R.
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Äîêàçàòåëñòâî: Îò ïðåäñòàâÿíåòî xa = ea lnx ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå

(xa)
′
=
(
ea lnx

)′
= ea lnx(a lnx)

′
=
aea lnx

x
= axa−1.

�

Òâúðäåíèå 6.5 (sinx)
′
= cosx è (cosx)

′
= − sinx çà âñÿêî a ∈ R.

Äîêàçàòåëñòâî:

lim
∆x→0

sin(x0 + ∆x)− sin(x0)

∆x
= lim

∆x→0

2 sin
(

∆x
2

)
cos

(
x+ ∆x

2

)
∆x

= cosx.

�

Òâúðäåíèå 6.6 (tg x)
′
=

1

cos2 x
è (cotgx)

′
= − 1

sin2 x
.

Äîêàçàòåëñòâî:

(tg x)
′
=
(

sinx

cosx

)′
=

(sinx)
′
cosx− sinx(cosx)

′

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x

�

Òâúðäåíèå 6.7

(arcsinx)
′
=

1√
1− x2

, (arccosx)
′
= − 1√

1− x2
, (arctg x)

′
=

1

1 + x2
, (arcctgx)

′
= − 1

1 + x2
.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = y = arcsinx. Íåéíàòà îáðàòíà
ôóíêöèÿ å g(y) = x = sin y. Òîãàâà ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.8

f
′
(x) =

1

g′(y)
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
.

�

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå:

à) f(x) = xx; á) f(x) = x
√
x; â) f(x) = loga(sinx);

ã) f(x) =
cotgx

3
√
x
; ä) f(x) = arctg(1 + sin2 x); å) e

x3+tg

(
1

x

)
.

2) Íàìåðåòå ïðîèçâîäíàòà íà îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà f :

à) f(x) = x3 + 1; á) f(x) = sin(x2); â) f(x) = ln(x2 + x).
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6.6 Îñíîâíè ñâîéñòâà íà äèôåðåíöèðóåìèòå ôóíêöèè

Îò èíôîðìàöèÿòà çà ïðîèçâîäíàòà íà äàäåíà ôóíêöèÿ ìîæåì äà ïðàâèì èçâîäè çà ïîâå-
äåíèåòî è ñâîéñòâàòà íà ñàìàòà ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.4 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å ðàñòÿùà (íàìàëÿâàùà) â òî÷êàòà c, àêî
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè x1, x2, óäîâëåòâîðÿâàùè c− δ < x1 < c < x2 < c+ δ å
â ñèëà íåðàâåíñòâîòî: f(x1) < f(c) < f(x2) (f(x1) > f(c) > f(x2)).

Ïðèìåð 6.13 Ôóíêöèÿòà f(x) = x

∣∣∣∣sin(1

x

)∣∣∣∣+ x

4
å ðàñòÿùà â òî÷êàòà 0 (Ôèã. 73).

Ôóíêöèÿòà f(x) = x
∣∣∣∣sin(1

x

)∣∣∣∣ íå å ðàñòÿùà â òî÷êàòà 0 (Ôèã. 74).

Ôèãóðà 73: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x
∣∣∣∣sin(1

x

)∣∣∣∣+ x

4

Ëåìà 6.1 Íåêà ôóíêöèÿòà f : (a, b)→ R å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà c ∈ (a, b). Òîãàâà:
1) àêî f

′
(c) > 0, òî f å ðàñòÿùà â c;

2) àêî f
′
(c) < 0, òî f å íàìàëÿâàùà â c.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì 1). Äîêàçàòåëñòâîòî íà 2) ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî.
Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà c ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
= f

′
(c) > 0.
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Ôèãóðà 74: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x
∣∣∣∣sin(1

x

)∣∣∣∣

Îò îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà ïî Êîøè ñëåäâà, ÷å çà ε = f
′
(c) > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà

÷å çà âñÿêî |x− c| < δ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî:∣∣∣∣∣f(x)− f(c)

x− c
− f ′(c)

∣∣∣∣∣ < ε,

ò.å.

0 <
f(x)− f(c)

x− c
< 2f

′
(c)

çà âñÿêî x ∈ (c − δ, c + δ). Ñëåäîâàòåëíî f(x) > f(c) çà x ∈ (c, c + δ) è f(x) < f(c) çà
x ∈ (c− δ, c). �

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x3 å ðàñòÿùà â òî÷êàòà x = 0, íî f
′
(0) = 0.

Òîâà ïîêàçâà, ÷å óñëîâèÿòà â Òåîðåìà 6.1 ñà äîñòàòú÷íè, íî íå ñà íåîáõîäèìè.

Îïðåäåëåíèå 6.5 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì (ìèíèìóì) â òî÷-
êàòà c, àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ (c− δ, c+ δ) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

f(x) ≤ f(c) (f(x) ≥ f(c)).(18)

Îïðåäåëåíèå 6.6 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà c, àêî
c å òî÷êà èëè íà ëîêàëåí ìàêñèìóì, èëè íà ëîêàëåí ìèíèìóì.

Àêî â (18) ñà èçïúëíåíè ñòðîãè íåðàâåíñòâà ïðè x 6= c êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà
ñòðîã ëîêàëåí ìàêñèìóì (ìèíèìóì).

Òåîðåìà 6.9 (íà Ôåðìà) Íåêà ôóíêöèÿòà f : ∆→ R, êúäåòî ∆ å ïðîèçâîëåí èíòåðâàë
(îòâîðåí, çàòâîðåí èëè ïîëóîòâîðåí) ñ êðàèùà a è b, å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà c ∈
(a, b). Àêî f èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â c, òîãàâà f

′
(c) = 0.
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Äîêàçàòåëñòâî: Ïî óñëîâèå ñúùåñòâóâà f
′
(c) è â òî÷êàòà c ôóíêöèÿòà f íå å íèòî ðàñ-

òÿùà, íèòî íàìàëÿâàùà. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.1 ïðîèçâîäíàòà f
′
(c) íå ìîæå äà áúäå íèòî

ïîëîæèòåëíà, íèòî îòðèöàòåëíà. Ñëåäîâàòåëíî f
′
(c) = 0. �

Ôèãóðà 75: Pierre de
Fermat

Ïèåð äüî Ôåðìà (1601�1665) å ôðåíñêè þðèñò â Ïàðëàìåíòà íà
Òóëóçà è ìàòåìàòèê ñ ãîëÿì ïðèíîñ â ðàçâèòèåòî íà ñúâðåìåííèÿ
ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç è òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà. Ðîäåí å â Áîìîí äüî
Ëîìàí, Ëàíãåäîê, Ôðàíöèÿ.

Ôåðìà å ïðåäøåñòâåíèê íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå ñúñ ñâîÿ
ìåòîä çà íàìèðàíå íà íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà îðäèíàòà íà êðèâà.
Íåãîâèòå áëåñòÿùè èçñëåäâàíèÿ â òåîðèÿ íà ÷èñëàòà ãî èçäèãàò äî
îñíîâàòåë íà ñúâðåìåííàòà òåîðèÿ â òàçè îáëàñò. Òîé èìà è çíà÷èì
ïðèíîñ êúì àíàëèòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå.
Íåêà ñïîìåíåì, ÷å Ôåðìà å îòêðèë çàêîíà, ÷å ñâåòëèíàòà ñå äâèæè
ïî ïúòÿ, êîéòî îòíåìà íàé-ìàëêî âðåìå.

Èñààê Íþòîí ïèøå, ÷å íåãîâèòå ðàííè èäåè çà äèôåðåíöèàëíîòî
ñìÿòàíå èäâàò äèðåêòíî îò Ìåòîäà íà Ôåðìà çà ïîñòðîÿâàíå íà
äîïèðàòåëíè.

Ôåðìà å èçâåñòåí â öÿë ñâÿò ñúñ ñâîÿòà Âåëèêà òåîðåìà (íàðè-
÷àíà îùå Ïîñëåäíà (èëè Ãîëÿìàòà) òåîðåìà íà Ôåðìà), êîÿòî îñòàâà
âåêîâå ñ íåïîòâúðäåíî äîêàçàòåëñòâî.

Ôèãóðà 76: Ôóíêöèÿòà f(x) = 6x5

5
− 2x3

Îò ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïîíÿ-
òèåòî ïðîèçâîäíà ñëåäâà, ÷å ïðè óñëîâèÿòà íà
Òåîðåìà 6.9 ñúùåñòâóâà c ∈ (a, b), òàêà ÷å äîïè-
ðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà å óñïî-
ðåäíà íà êîîðäèíàòíàòà îñ Ox.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x3

íÿìà åêñòðåìóì â òî÷êàòà x = 0, âúïðåêè, ÷å
f
′
(0) = 0. Òîâà ïîêàçâà, ÷å àíóëèðàíåòî íà

ïðîèçâîäíàòà å ñàìî íåîáõîäèìî óñëîâèå â Òå-
îðåìà 6.9. Íà Ôèã. 76 e èçîáðàçåíà ôóíêöèÿòà

f(x) =
6x5

5
− 2x3, êîÿòî èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì

â x0 = −1, ëîêàëåí ìèíèìóì â x1 = 1 è â x2 = 0
ïðîèçâîäíàòà �è å íóëà, íî íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Óñëîâèåòî c ∈ (a, b) å ñúùåñòâåíî, êàêòî ñå âèæäà îò ñëåäíèÿ ïðèìåð. Íåêà ðàçãëåäà-
ìå ôóíêöèÿòà x2 : [1, 2] Ôèã. 77. Òÿ äîñòèãà íàé-ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò â 2, íî ïðîèçâîäíàòà
�è íå ñòàâà íóëà â 2.

Îïðåäåëåíèå 6.7 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : X → R èìà ëÿâà (äÿñíà) ïðîèçâîäíà â

òî÷êàòà c ∈ X, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
∆x→0

f(c+ ∆x)− f(c)

∆x
ïðè ∆x < 0 (∆x > 0).

è ÿ îçíà÷àâàìå ñ f
′
−(c) (f

′
+(c)).
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Ôèãóðà 77: Ôóíêöèÿòà f(x) = x2 : [1, 2]→ R

Îïðåäåëåíèå 6.8 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å ðàñòÿùà (íàìàëÿâàùà) îòëÿâî â òî÷êà-
òà c, àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x1, óäîâëåòâîðÿâàùî c− δ < x1 < c å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî: f(x1) < f(c) (f(x1) > f(c)).

Îïðåäåëåíèå 6.9 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å ðàñòÿùà (íàìàëÿâàùà) îòäÿñíî â òî÷-
êàòà c, àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x2, óäîâëåòâîðÿâàùî c < x2 < c + δ å â
ñèëà íåðàâåíñòâîòî: f(c) < f(x2) (f(c) > f(x2)).

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å àêî ôóíêöèÿòà f èìà ëÿâà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà c, òîãàâà
1) àêî f

′
−(c) > 0 òî f å ðàñòÿùà â c îòëÿâî;

2) àêî f
′
−(c) < 0 òî f å íàìàëÿâàùà â c îòëÿâî.

Àíàëîãè÷íî, àêî ôóíêöèÿòà f èìà äÿñíà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà c, òîãàâà
1) àêî f

′
+(c) > 0 òî f å ðàñòÿùà â c îòäÿñíî;

2) àêî f
′
+(c) < 0 òî f å íàìàëÿâàùà â c îòäÿñíî.

Òåîðåìà 6.10 (Äàðáó) Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R å äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñÿêà òî÷êà
îò èíòåðâàëà [a, b], êàòî ïîä f

′
+(a) è f

′
−(b) ðàçáèðàìå ñúîòâåòíî ëÿâà è äÿñíà ïðîèçâîäíà.

Òîãàâà f
′
ïðèåìà âñÿêà îò ñòîéíîñòèòå, çàêëþ÷åíè ìåæäó f

′
+(a) è f

′
−(b).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïúðâî äà äîïóñíåì, ÷å f
′
+(a) è f

′
−(b) èìàò ðàçëè÷íè çíàöè, íàïðè-

ìåð f
′
+(a) > 0 è f

′
−(b) < 0.

Ùå äîêàæåì: ñúùåñòâóâà c ∈ (a, b), òàêà ÷å f
′
(c) = 0. Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ïðî-

èçâîäíàòà f
′
(x) çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñëåäâà, ÷å f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b]. Ñïîðåä

Òåîðåìà 5.8 ñëåäâà, ÷å f äîñòèãà ñâîÿòà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò â íÿêîÿ òî÷êà c. Òî÷êàòà c
íå ìîæå äà ñúâïàäà ñ a èëè b, çàùîòî ñïîðåä Ëåìà 6.1 ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà â òî÷êàòà a
è íàìàëÿâàùà â òî÷êàòà b. Òàêà îò c ∈ (a, b) è Òåîðåìà 6.9 ïîëó÷àâàìå, ÷å f

′
(c) = 0.
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Íåêà ñåãà f
′
+(a) è f

′
−(b) ñà ïðîèçâîëíè. Áåç äà ñå îãðàíè÷àâà îáùíîñòòà íà ðàçã-

ëåæäàíèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å f
′
−(b) < C < f

′
+(a). Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà g(x) =

f(x) − Cx. Òÿ å íåïðåêúñíàòà è èìà ïðîèçâîäíà g
′
(x) = f

′
(x) − C. Îò íåðàâåíñòâàòà

g
′
−(b) = f

′
−(b) − C < 0 < g

′
+(a) = f

′
+(a) − C ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà c ∈ (a, b), òàêà ÷å

0 = g
′
(c) = f

′
(c)− C, ò.å. f ′(c) = C. �

Ôèãóðà 78: Jean-
Gaston Darboux

Äàðáó èìà ðåäèöà ïðèíîñè â ãåîìåòðèÿòà è ìàòåìàòè÷åñêèÿ
àíàëèç. Ïðåç 1884, Äàðáó å èçáðàí çà ÷ëåí íà Acad�emie des Sciences.
Ïðåç 1900 òîé å íàçíà÷åí çà ñåêðåòàð íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ñåêöèÿ
íà àêàäåìèÿòà.

Ïðåç 1902 å èçáðàí çà ÷ëåí íà Royal Society, à ïðåç 1916 ïîëó÷àâà
�Sylvester Medal� îò îáùåñòâîòî.

Íåãîâîòî èìå íîñÿò ðåäèöà ñïåöèàëíè ïîíÿòèÿ â ìàòåìàòè-
êàòà: Óðàâíåíèå íà Äàðáó, Èíòåãðàë íà Äàðáó, Ôóíêöèÿ íà Äàðáó,
Òðàíñôîðìàöèÿ íà Äàðáó è ìíîãî äðóãè.

Òåîðåìà 6.11 (Ðîë) Íåêà ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â [a, b],
äèôåðåíöèðóåìà â (a, b) è f(a) = f(b). Òîãàâà ñúùåñòâóâà ξ ∈
(a, b), òàêà ÷å f

′
(ξ) = 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 5.8 ñëåäâà ÷å f äîñòèãà ñâîÿ ìàêñè-
ìóì M è ìèíèìóì m â òî÷êè îò èíòåðâàëà [a, b]. Àêî M = m, òî
f å êîíñòàíòà è ñëåäîâàòåëíî f

′
(ξ) = 0 çà âñÿêî ξ ∈ (a, b). Íåêà

m < M . Òîãàâà îò f(a) = f(b) ñëåäâà, ÷å f äîñòèãà â íÿêîÿ âúòðåøíà òî÷êà ξ ∈ (a, b) ïîíå
åäíà îò ñòîéíîñòèòå M èëè m. Ñëåäîâàòåëíî f èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â ξ è ñúãëàñíî
Òåîðåìà 6.9 f

′
(ξ) = 0. �

Òåîðåìà 6.11 èìà ñëåäíàòà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ: àêî êîîðäèíàòèòå íà òî÷êèòå
îò êðèâàòà f â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà ñà ðàâíè, òî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà ξ ∈ (a, b),
òàêà ÷å äîïèðàòåëíàòà â òàçè òî÷êà äà å óñïîðåäíà íà îñòà Ox (Ôèã. 79).

Ôèãóðà 80: Michel
Rolle

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å âñè÷êèòå óñëîâèÿ íà Òåîðåìà 6.11 ñà ñú-
ùåñòâåíè. Íàïðèìåð: ôóíêöèÿòà f(x) = x− [x] å äèôåðåíöèðóåìà
â (0, 1) è f(0) = f(1) = 0, íî òÿ íå å íåïðåêúñíàòà; Ôóíêöèÿòà
f = |x| å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [−1, 1] è f(−1) = f(1) = 1 íî
òÿ íå å äèôåðåíöèðóåìà â (−1, 1); Ôóíêöèÿòà f(x) = x íå óäîâ-
ëåòâîðÿâà óñëîâèåòî f(0) = f(1).

Michel Rolle (1652�1719) å ôðåíñêè ìàòåìàòèê. Òîé âúâåæäà îç-
íà÷åíèåòî n

√
a. Ïðåç 1685 å èçáðàí çà ÷ëåí íà Acade'mie Royale des

Sciences è ñòàâà Pensionnaire G�eometre íà àêàäåìèÿòà ïðåç 1699. Òî-
âà å èçêëþ÷èòåëíî ïîñòèæåíèå, çàùîòî èçìåæäó 70�÷ëåíà íà àêà-
äåìèÿòà ïî òîâà âðåìå ñàìî 20 îò òÿõ ïîëó÷àâàò çàïëàòà. Ïî òîâà
âðåìå, òîé âå÷å å ñïå÷åëèë ïåíñèÿ îò Jean-Baptiste Colbert çà ðåøøà-
âàíåòî íà åäíà îò çàäà÷èòå íà Jacques Ozanam.

Ïúðâîíà÷àëíî Ðîë å êðèòè÷åí êúì ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Ñ÷èòàë, ÷å å íåòî÷åí è îñ-
íîâàí íà íåîáîñíîâàíè ïðåäïîëîæåíèÿ. Ïî�êúñíî òîé ñìåíÿ ìíåíèåòî ñè.
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Ôèãóðà 79: Ðàçëè÷íè ñëó÷àè íà Òåîðåìàòà íà Ðîë

Ïðèìåð 6.14 Íåêà ôóíêöèÿòà s = f(t) îïèñâà ðàçñòîÿíèåòî îò çåìÿòà â ìîìåíòà t
íà õâúðëåí íàãîðå îáåêò. Íåêà â äâà ðàçëè÷íè ìîìåíòà a è b îáåêòúò ñå å íàìèðàë íà
åäíî è ñúùî ìÿñòî (åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå îò çåìÿòà f(a) = f(b)). Òîãàâà ñúùåñòâóâà
ìîìåíò t0, â êîéòî ñêîðîñòòà íà îáåêòà å áèëà íóëà.

Ùå ïðèëîæèì Òåîðåìà 6.11 êúì ôóíêöèÿòà s = f(t), îïèñâàùà ïîçèöèÿòà íà õâúð-
ëåíèÿ îáåêò. Ñïîðåä Òåîðåìàòà íà Ðîë ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b), òàêà ÷å f

′
(ξ) = 0, ò.å. èìà

ñêîðîñò 0, çàùîòî v(t) = f
′
(t).

Ïðèìåð 6.15 Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèåòî x3 + x− 1 = 0 èìà òî÷íî åäèí êîðåí.

0
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-30

-20

x

3210-1-2-3

30

20

Ôèãóðà 81: Ãðàôèêà íà ôóíê-
öèÿòà f(x) = x3 + x− 1

Îò Òåîðåìà 5.6 ïîëó÷àâàìå, ÷å óðàâíåíèåòî èìà ïî-
íå åäèí êîðåí, çàùîòî −1 = f(0) < 0 < 1 = f(1) è
f(x) = x3 + x− 1 å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.

Íåêà äîïóñíåì, ÷å óðàâíåíèåòî èìà ïîâå÷å îò åäèí
êîðåí, ò.å. ñúùåñòâóâàò a, b ∈ R, òàêà ÷å f(a) = f(b) = 0.
Òîãàâà îò Òåîðåìàòà íà Ðîë ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà c ∈
(a, b), òàêà ÷å f

′
(c) = 0. Òîâà îáà÷å å íåâúçìîæíî, çà-

ùîòî f
′
(x) = 3x2 + 1 > 0 çà âñÿêî x ∈ R. Ñëåäîâàòåëíî

äîïóñêàíåòî, ÷å óðàâíåíèåòî èìà ïîâå÷å îò åäèí êîðåí
íå å âÿðíî.

Ùå ðàçãëåäàìå ïðèìåð ñ ïî�ñëîæíè ïðåñìÿòàíèÿ,
êúäåòî Maple óëåñíÿâà èçñëåäâàíåòî.

Ïðèìåð 6.16 Äîêàæåòå, ÷å óðàâíåíèåòî

6x2ex − 6xex + 122ex + 2x3 + 3x2 + 6x− 12 = 0(19)

èìà òî÷íî åäèí êîðåí.
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Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà f(x) = 6x2ex − 6xex + 122ex + 2x3 + 3x2 + 6x− 12

f := x→ 6x2ex − 6xex + 122ex + 2x3 + 3x2 + 6x− 12;

x→ 6x2ex − 6xex + 122ex + 2x3 + 3x2 + 6x− 12

Îò ãðàíèöèòå

limit(f(x), x = −infinity);

−∞
limit(f(x), x = +infinity);

+∞
ñëåäâà, ÷å óðàâíåíèåòî f(x) = 0 èìà ïîíå åäèí êîðåí. Íàìèðàìå f

′
(x).

f1 := D(f);

x→ 6x2ex + 6exx+ 6ex + 6x2 + 6x+ 6 Ìîæåì äà ïðîäúëæèì ðåøåíèåòî ïî äâà íà÷èíà:

1) ðåøàâàìå íåðàâåíñòâîòî f
′
(x) > 0

solve(f1(x) > 0);

x

Îòãîâîðúò x îçíà÷àâà, ÷å íåðàâåíñòâîòî (èëè àêî ñå ðåøàâà óðàâíåíèå) å èçïúëíåíî çà
âñÿêî x.

2) ïðåîáðàçóâàìå f
′
(x) ñ îòäåëÿíå íà ìíîæèòåëè

factor(f1(x));

6(x2 + x+ 1)(ex + 1)

Âåäíàãà çàáåëÿçâàìå, ÷å f
′
(x) = 6(x2 + x + 1)(ex + 1) å ïî�ãîëÿìî îò íóëà çà âñÿêî x.

Ñëåäîâàòåëíî ïðîèçâîäíàòà íå ìîæå äà ñòàíå íóëà. Äà äîïóñíåì, ÷å óðàâíåíèåòî (19) èìà
ïîâå÷å îò åäíî ðåøåíèÿ, ò.å. ñúùåñòâóâàò x1 < x2, òàêà ÷å f(xi) = 0. Òîãàâà îò Òåîðåìà
6.11 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ξ ∈ (x1, x2), òàêà ÷å f

′
(ξ) = 0, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà äîêàçàíîòî

âå÷å f ′(x) 6= 0.

Òåîðåìà 6.12 (çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ íà Ëàãðàíæ) Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R
å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b] è å äèôåðåíöèðóåìà â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë
(a, b). Òîãàâà ñúùåñòâóâà c ∈ (a, b), òàêà ÷å

f
′
(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà h, êàòî ðàçëèêàòà íà ôóíêöèèòå f è ôóíê-
öèÿòà y, çàäàâàùà îòñå÷êàòà AB, êúäåòî A = (a, f(a)) è B = (b, f(b)). Îòñå÷êàòà ñ êðàèùà
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òî÷êèòå A è B ñå çàäàâà ñ óðàâíåíèåòî: y = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) (Ôèã. 82). Òîãàâà

h(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Ôèãóðà 82: Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ

Âåäíàãà ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å h å íåïðåêúñíàòà â
[a, b], äèôåðåíöèðóåìà â (a, b) è

h
′
(x) = f

′
(x)− f(b)− f(a)

b− a
.

Çà äà ïðèëîæèì Òåîðåìàòà íà Ðîë îñòàâà äà ïîêà-
æåì, ÷å h(a) = h(b). Íàèñòèíà

h(a) = f(a)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(a− a) = 0

h(b) = f(b)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(b− a) = 0.

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà c ∈ (a, b), òàêà ÷å h
′
(c) = 0, ò.å.

h
′
(c) = f

′
(c)− f(b)− f(a)

b− a
= 0

èëè

f
′
(c) =

f(b)− f(a)

b− a
�

Ôèãóðà 83: Òåîðåìà íà
Ëàãðàíæ

Ãåîìåòðè÷íî Òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ êàçâà, ÷å ñúùåñò-
âóâà òî÷êà c ∈ (a, b), òàêà ÷å äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà â òî÷êàòà (c, f(c)) å óñïîðåäíà íà ïðàâàòà AB.
Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å òî÷êèòå c è ñúîòâåòíî ïðàâèòå óñïî-
ðåäíè íà AB (âèæ Òåîðåìà 6.12) ìîãàò äà ñà ïîâå÷å îò åäíà
(Ôèã. 83).

Ëàãðàíæ (1736�1813) å ðîäåí â Òîðèíî è ïîëó÷àâà âèñøåòî
ñè îáðàçîâàíèå â òàìîøíîòî àðòèëåðèéñêî ó÷èëèùå. Îùå ïðåäè
äà ãî çàâúðøè, çàïî÷âà äà ïðåïîäàâà ìàòåìàòèêà òàì. Ïîä âëèÿ-
íèå íà êíèãàòà íà Åäìúíä Õàëåé "Çà ïðåèìóùåñòâîòî íà àíàëè-
òè÷íèÿ ìåòîä"Ëàãðàíæ çàïî÷âà äà ïðàâè èçñëåäâàíèÿ â îáëàñò-
òà íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Ïðåç 1754 ã. îðãàíèçèðà äðóãè-
òå ïðåïîäàâàòåëè â øêîëàòà â ìàëêî íàó÷íî äðóæåñòâî, êîåòî
ïî-êúñíî ñå ïðåâðúùà â Òîðèíñêà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå. Îñîáåí

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà ìåìîàðúò �Çà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà çâóêà� îò 1759 ã. Ïðåäè íåãî íàä
ïðîáëåìà ðàáîòÿò Èñàê Íþòîí, Áðóê Òåéëúð, Ëåîíàðä Îéëåð, Æàí Äàëàìáåð, Éîõàí Áåðíóëè,
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íî åäâà Ëàãðàíæ íàìèðà ïðàâèëíîòî ðåøåíèå. Ïðèçíàíèå ìó ñïå÷åëâà è ðúêîïèñúò "Ñïîñîáè
çà íàìèðàíåòî íà íàé-ãîëåìèòå è íàé-ìàëêèòå âåëè÷èíè íà èíòåãðàëèòå". Êîãàòî Îéëåð ñå
çàïîçíàâà ñ òåêñòà, âåäíàãà îöåíÿâà ïðåäèìñòâîòî ìó ïðåä íåãîâèòå ñîáñòâåíè ìåòîäè è ïðå-
ïîðú÷âà 23-ãîäèøíèÿ ìëàäåæ çà ÷ëåí íà Áåðëèíñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå, êîÿòî è îãëàâÿâà
ïî-êúñíî â ïåðèîäà 1766-1787 ã.

Ôèãóðà 84: Joseph
Louis Lagrange

Ñúâìåñòíèÿò òðóä íà Ëàãðàíæ è Îéëåð "Ìåòîäè çà íàìèðà-
íå íà êðèâè ñúñ ñâîéñòâîòî ìàêñèìóì è ìèíèìóì"(1774) ïîñòàâÿ
îñíîâèòå íà ñðàâíèòåëíî íîâ äÿë íà ìàòåìàòèêàòà, çàïî÷íàò îò
áðàòÿòà Áåðíóëè - âàðèàöèîííîòî ñìÿòàíå.

Ïðåç 1787 ã. Ëàãðàíæ ñå óñòàíîâÿâà â Ïàðèæ. Ïðåç òàçè ãîäèíà
å ïóáëèêóâàí è òðóäúò ìó �Àíàëèòè÷íà ìåõàíèêà�, â êîéòî òîé îáîá-
ùàâà ïîñòèæåíèÿòà â àíàëèçà ïðåç èçòè÷àùîòî ñòîëåòèå è èçëàãà
êëàñè÷åñêàòà àíàëèòè÷íà ìåõàíèêà.

Ïðåç 1792 ã. Ëàãðàíæ çàåäíî ñ Ãàñïàð Ìîíæ è Ïèåð-Ñèìîí Ëàï-
ëàñ ñà ïîêàíåíè çà ÷ëåíîâå íà Ìåæäóíàðîäíîòî áþðî çà ìåðêè è òåã-
ëèëêè.

Ïðèìåð 6.17 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x3 − x è a =
0, b = 2. Òúé êàòî ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà
Òåîðåìà 6.12, òî ñúùåñòâóâà c ∈ (0, 2), òàêà ÷å f(2) − f(0) =
f
′
(c)(2− 0), ò.å. 3 = 3c2 − 1 èëè c = 2/

√
3.

10

0

5

x

-5

20 1-1-2

Ôèãóðà 85: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà x3 − x

Íà Ôèã. 85 å ïîêàçàíî, ÷å äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà
(

2√
3
, f
(

2√
3

))
å óñïîðåäíà íà ïðà-

âàòà OA, êúäåòî O = (0, 0) è A = (2, 6).
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Ïðèìåð 6.18 Íåêà îáåêò ñå äâèæè ïî ïðàâà ëèíèÿ ñ ôóíêöèÿ, îïèñâàùà ïîçèöèÿòà ìó
s = f(t) è t ∈ [a, b]. Ñðåäíàòà ñêîðîñò íà îáåêòà å

f(b)− f(a)

b− a
.

Òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ íà Ëàãðàíæ íè êàçâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà
òî÷êà, â êîÿòî ìîìåíòíàòà ñêîðîñò íà îáåêòà å áèëà ðàâíà íà ñðåäíàòà ñêîðîñò. (Íàï-
ðèìåð, àêî ñìå èçìèíàëè ðàçñòîÿíèå îò 180 êì çà 2 ÷àñà, òîãàâà â ïîíå åäèí ìîìåíò
îò âðåìå ìîìåíòíàòà íè ñêîðîñò å áèëà 90 km/h).

Òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ íà Ëàãðàíæ èìà è äðóã òèï ïðèëîæåíèå: îò
èíôîðìàöèÿòà çà ïðîèçâîäíàòà ìîæåì äà ïðàâèì èçâîäè çà ôóíêöèÿòà.

Ïðèìåð 6.19 Íåêà f(0) = −3 è f
′
(x) ≤ 5 çà âñÿêî x ∈ R. Êîëêî íàé-ãîëÿìà ìîæå äà

áúäå
à) f(0.5); á) f(1); â) f(2).

Îò äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f çà âñÿêî x ∈ R ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà ïðèëîæèì òåî-
ðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè â èíòåðâàëà [0, b], b > 0. Ñïîðåä Òåîðåìà 6.12 ñúùåñòâóâà
c ∈ (0, b), òàêà ÷å

f(b)− f(0) = f
′
(c)(b− 0)

èëè
f(b) = f(0) + bf

′
(c) ≤ −3 + 5b.(20)

Îò íåðàâåíñòâîòî (20) ïîëó÷àâàìå çà ðàçëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà b = 0.5; 1; 2
à) b = 0.5, f(0.5) ≤ 0.5;
á) b = 1, f(1) ≤ 2. â) b = 2, f(2) ≤ 7.

Ïðèìåð 6.19 ïîêàçâà, ÷å êîëêîòî ïî�ìàëúê å èíòåðâàëúò [a, b] â Òåîðåìà 6.12, òîëêîâà
ïî�òî÷åí èçâîä ìîæåì äà íàïðàâèì çà ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà.

Ïðèìåð 6.20 Íàìåðåòå ïðèáëèæåíà ñòîéíîñò íà
√

2.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) =
√
x : [0,+∞) → [0,+∞). Îò Òåîðåìà 6.12 ñëåäâà, ÷å

ñúùåñòâóâà ξ ∈ [b, a1], òàêà ÷å å â ñèëà ðàâåíñòâîòî
√
b−√a1

b− a1

=
f(b)− f(a1)

b− a1

= f
′
(ξ) =

1

2
√
ξ
.

Íåêà äà èçáåðåì b = 2 è a1 < 2 < a2. Òîãàâà àíàëîãè÷íî íà Ïðèìåð 6.19 è îò ôàêòà, ÷å√
x å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

2− a1

2
√
a2

+
√
a1 ≤

√
2 =

2− a1

2
√
ξ

+
√
a1 ≤

2− a1

2
√
a1

+
√
a1.
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Èçáèðàìå ÷èñëàòà ai, òàêà ÷å äà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì òî÷íàòà ñòîéíîñò íà
√
ai. Àêî

èçáåðåì a1 = 1 è a2 = 4, òî ïîëó÷àâàìå 1.25 ≤
√

2 = 1.414213562 ≤ 1.5. Àêî èçáåðåì
a1 = 1.44 è a2 = 2.25, òî ïîëó÷àâàìå 1.386 ≤

√
2 = 1.414213562 ≤ 1.434. Àêî èçáåðåì

a1 = 1.69 è a2 = 2.1025, òî ïîëó÷àâàìå 1.4068 ≤
√

2 = 1.414213562 ≤ 1.4193. Àêî èçáåðåì
a1 = 1.9881 è a2 = 2.0164, òî ïîëó÷àâàìå 1.41419 ≤

√
2 = 1.414213562 ≤ 1.41422.

Íà Ôèã. 86 å èëþñòðèðàíî ãðàôè÷íî, êàê ïðè íàìàëÿâàíå íà äúëæèíàòà íà èíòåðâàëà
[a, b] ñòîéíîñòòà íà

√
2 ñå çàêëþ÷âà âúâ âñå ïî�òåñíè ãðàíèöè. Îò ãðàôèêàòà å âèäíî, ÷å

ïðè èçïîëçâàíå íà Òåîðåìà 6.12 ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
√
x ñå çàìåñòâà ñúñ

ñòîéíîñò âúðõó ïðàâèòå y1(x) = f
′
(a2)x − f

′
(a2)a1 +

√
a1 = x

2
√
a2
− a1

2
√
a2

+
√
a1 è y2(x) =

f
′
(a1)x− f ′(a1)a1 +

√
a1 = x

2
√
a1
− a1

2
√
a1

+
√
a1. Íà Ôèã. 86 âèæäàìå, ÷å

√
2 ïðèíàäëåæè íà

îòñå÷êàòà ñ êðàèùà [(2, 1.25), (2, 1.5)], êîãàòî âçåìåì a1 = 1, a2 = 4 è
√

2 ïðèíàäëåæè íà
îòñå÷êàòà ñ êðàèùà [(2, 1.386), (2, 1.434)], êîãàòî âçåìåì a1 = 1.44, a2 = 2.25.

Ôèãóðà 86: Ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà
√

2

Ùå ïîêàæåì êàê ìîæåì äà äåôèíèðàìå ïðîöåäóðà â Maple, ñ ïîìîùòà íà êîÿòî
äà ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæåíî ñòîéíîñòòà íà ïðîèçâîëíà ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Äåôèíèðàìå
ïðîöåäóðàòà SQR, êîÿòî èìà çà ïðîìåíëèâè ëåâèÿ êðàé íà èíòåðâàëà a, äåñíèÿ êðàé íà
èíòåðâàëà b, òî÷êàòà c â êîÿòî èñêàìå äà íàìåðèì ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà
è ôóíêöèÿòà f . Èçïîëçâàìå íÿêîëêî ëîêàëíè ïðîìåíëèâè u, v, w, êîèòî ñà íè íóæíè çà
ïðèñâîÿâàíå íà ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè è ëîêàëíà ïðîìåíëèâà f1, êîÿòî å ïðîèçâîäíàòà
íà ôóíêöèÿòà f .
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SQR := proc(a, b, c, f)
local u, v, w, f1;
f1 := D(f);
u := evalf(f1(b) · (c− a) + f(a));
v := evalf(sqrt(c));
w := evalf(f1(a) · (c− a) + f(a))
print(u, v, w)
endproc

Ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæeíî
√

2 êàòî èçïîëçâàìå èíòåðâàëà [1, 4]
g := x→

√
x;

SQR(1, 4, 2, g);
1.25, 1.41, 1.5
Ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæeíî

√
2 êàòî èçïîëçâàìå èíòåðâàëà [1.44, 2.25]

SQR(1.44, 2.25, 2, g);
1.387, 1.414, 1.414
Ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæeíî

√
2 êàòî èçïîëçâàìå èíòåðâàëà [1.96, 2.1025]

SQR(1.96, 2.1025, 2, g);
1.4138, 1.4142, 1.4143
Ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæeíî

√
101 êàòî èçïîëçâàìå èíòåðâàëà [100, 121]

SQR(100, 121, 101, g);
10.04545455, 10.04987562, 10.05000000
Ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæeíî

√
111 êàòî èçïîëçâàìå èíòåðâàëà [100, 121]

SQR(100, 121, 111, g);
10.50000000, 10.53565375, 10.55000000

Çàäà÷è:

1) Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà òî÷íî åäèí êîðåí:

à) f(x) = 3x5 + 5x3 + 15x− 10; á) f(x) = x5 + 5x− 5;

â) f(x) = 2x3 + 3x2 + 6x− 6; ã) f(x) = 3ex + x3 − 1;

ä) f(x) = 2xargtg(x)− ln(1 + x2) + 4x+ 2; e) f(x) = 3x− 2 cos(x)− 2.

2) Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà òî÷íî äâà êîðåí:

à) f(x) =
x4

4
− 4x3

3
+
x2

2
− 4x− 1; á) f(x) = xex − 2ex +

x2

2
− x+ 1

â) f(x) = x2ex − 2xex + 3ex − x3

3
− x− 4.

3) Íàìåðåòå ïðèáëèæåíà ñòîéíîñò íà:

à)
√

3; á)
√

101; â)
√

1000; ã) 3
√

3; ä) 3
√

101; å) 3
√

1000.
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7 Ïðèëîæåíèå íà äèôåðåíöèðàíåòî

Íèå âå÷å ðàçãëåäàõìå íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå. Êîãàòî çíàåì îñíîâíèòå ïðà-
âèëà çà íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíè è îñíîâíèòå òåîðåìè íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå ùå
ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ïî�äúëáîêè ïðèëîæåíèÿ. Ùå âèäèì, êàê ïðîèçâîäíàòà âëèÿå íà
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿ è ùå íè ïîìîãíå äà èç÷åðòàâàìå ãðàôèêè íà ôóíêöèè áåç ïîìîù-
òà íà Maple. Ùå ïîêàæåì, êàê ìîæåì ïî�òî÷íî äà íàìèðàìå ïðèáëèæåíè ñòîéíîñòè íà
ôóíêöèÿ, äà òúðñèì ïî�ñëîæíè ãðàíèöè, äà ðåøàâàìå åêñòðåìàëíè çàäà÷è.

7.1 Êðèòåðèé çà êîíñòàíòíîñò

Òåîðåìà 7.1 Àêî ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â èíòðåâàëà (a, b), òî f
′
(x) = 0 çà

âñÿêî x ∈ (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f å êîíñòàíòà â èíòåðâàëà (a, b).

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî f(x) ≡ c, òî f
′
(x) ≡ 0.

Íåêà f
′
(x) ≡ 0 è x0 ∈ (a, b) å ïðîèçâîëíî èçáðàíà òî÷êà. Äà èçáåðåì [x, y] ⊂ (a, b),

òàêà ÷å x0 ∈ (x, y). Ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 6.12 â èíòåðâàëà ñ
êðàèùà x0 è x. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ξ ∈ (x, x0), òàêà ÷å f(x)− f(x0) = (x− x0)f

′
(ξ).

Îò f
′
(c) = 0 çà âñÿêî c ∈ (a, b) ñëåäâà ÷å f(x) = f(x0) çà âñÿêî x ∈ (x, x0). Àíàëîãè÷íî ñå

äîêàçâà, ÷å f(y) = f(x0) çà âñÿêî x ∈ (x0, y). Îò ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà òî÷êèòå x, y ∈ (a, b)
ñëåäâà, ÷å ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà âúâ âñÿêà ïðîèçâîëíî èçáðàíà òî÷êà x ∈ (a, b) ñà
ðàâíè íà åäíî è ñúùî ÷èñëî f(x0). �

Ñëåäñòâèå 7.1 Àêî ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â èíòðåâàëà [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà
â (a, b), òî f

′
(x) = 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f å êîíñòàíòà â

èíòåðâàëà [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäñòâèå 7.1 óäîâëåòâîðÿâà âñè÷êè óñëîâèÿ íà Òåîðåìà 7.1 è ñëåäî-
âàòåëíî f(x) ≡ c çà âñÿêî x ∈ (a, b) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f å êîíñòàíòà â èí-
òåðâàëà (a, b). Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà â [a, b] ñëåäâà, ÷å f(a) = lim

x→a+0
f(x) è

f(b) = lim
x→b−0

f(x).

Ñëåäñòâèå 7.2 Íåêà f, g : (a, b) → R è f
′
(x) = g

′
(x) çà âñÿêî x ∈ (a, b). Òîãàâà ñúùåñò-

âóâà êîíñòàíòà C ∈ R, òàêà ÷å f(x) = g(x) + C çà âñÿêî x ∈ (a, b).

Òåîðåìà 7.1 è Ñëåäñòâèå 7.2 òðÿáâà äà ñå ïðèëàãà ìíîãî âíèìàòåëíî, êàêòî èëþñòðèðà
ñëåäíèÿò ïðèìåð. Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà

f(x) =
x

|x|
=

{
1, x > 0
−1, x < 0.

Äåôèíèöèîííàòà îáëàñò íà f å D = (−∞, 0)∪ (0,+∞) è f
′
(x) ñúùåñòâóâà çà âñÿêî x ∈ D.

Î÷åâèäíî, ÷å f íå å êîíñòàíòà, âúïðåêè ÷å f
′
(x) ≡ 0 âúâ âñåêè îò èíòåðâàëèòå (−∞, 0) èëè
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(0,+∞). Íå å èçïúëíåíî óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà f
′
(x) çà âñÿêî x ∈ (a, b), êúäåòî

a < x < b.

Ïðèìåð 7.1 Äîêàæåòå, ÷å arctg x = arcsin

(
x√

1 + x2

)
çà âñÿêî x ∈ R.

Îò (
arcsin

(
x√

1 + x2

))′
=

1√
1− x2

1 + x2

.

√
1 + x2 − x2

1 + x2

1 + x2
=

1

1 + x2

ïîëó÷àâàìå, ÷å (arctg(x))
′

=

(
arcsin

(
x√

1 + x2

))′
çà âñÿêî x ∈ R. Òîãàâà ñúãëàñíî Ñëåäñ-

òâèå 7.2 arctg(x)− arcsin

(
x√

1 + x2

)
= C. Îò arctg(0)− arcsin

(
0√

1 + 02

)
= 0 ïîëó÷àâàìå,

÷å C = 0.
Àêî èçïîëçâàìå Maple çà ïðåñìÿòàíèÿòà ùå âèäèì, ÷å ùå íè ñå íàëîæè äà íàïðàâèì

íÿêîè ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ðúêà.
f := x→ arctg(x);

g := x→ arcsin

(
x√

1 + x2

)
;

f1 := D(f); g1 := D(g);

x→ arctg(x);

x→ arcsin

(
x√

1 + x2

)
;

x→ 1

1 + x2

x→

1√
1 + x2

− x2(√
1 + x2

)3√√√√√1− x2(√
1 + x2

)2

simplify(g1(x));
1

(1 + x2)3/2

√
1

1 + x2

Ñëåä ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ðúêà ïîëó÷àâàìå, ÷å g1(x) = f1(x). Àêî ïîèñêàìå Maple äà ðåøè
óðàâíåíèåòî f1(x) = g1(x)
solve(f1(x) = g1(x), x);
x
ïîëó÷àâàìå, ÷å å èçïúëíåíî çà âñÿêî x.
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Ïðèìåð 7.2 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèèòå arctg(x) è
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
.

Ôóíêöèÿòà
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
å äåôèíèðàíà çà x 6= ±1. Îò

(
1

2
arctg

(
2x

1− x2

))′
=

1

2
.

1

1 +
(

2x

1− x2

)2 .
(

2x

1− x2

)′
=

1

2
.
(1− x2)2

(1 + x2)2
.
2(1 + x2)

(1− x2)2
=

1

(1 + x2)

ïîëó÷àâàìå, ÷å
(

1

2
arctg

(
2x

1− x2

))′
= (arctg x)

′
çà âñÿêî x ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞).

Ñëåäîâàòåëíî arctg(x) =
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
+ C çà âñåêè åäèí îò èíòåðâàëèòå (−∞,−1),

(−1, 1) è (1,+∞). Ëþáîïèòíîòî å, ÷å çà âñåêè åäèí îò èíòåðâàëèòå ñå ïîëó÷àâà ðàçëè÷íà

êîíñòàíòà C. Îò arctg(0)− 1

2
arctg

(
2.0

1− 02

)
= 0 ñëåäâà

arctg x =
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
çà x ∈ (−1, 1).

Îò limx→±∞ arctg(x)− limx→±∞
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
= ±π/2 ñëåäâà

arctg x =
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
+ π/2 çà x ∈ (1,+∞)

è

arctg x =
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
− π/2 çà x ∈ (−∞,−1).

Íà Ôèã. 87 ñìå íà÷åðòàëè ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
, êàòî ðàçáèðà

ñå ñìå èçïîëçâàëè êîìàíäàòà çà èç÷åðòàâàíå íà ôóíêöèÿ ñ òî÷êè íà ïðåêúñâàíå.

plot
(

1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
, x = −5..5, y = −1..1, discont = true

)
;

Àêî èçïîëçâàìå Maple çà ïðåñìÿòàíèÿòà â òîçè ïðèìåð, ùå âèäèì, ÷å Maple óñïÿâà

äà ïðåîáðàçóâà ïðîèçâîäíàòà íà
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)
.

f := x→ arctg(x);

g := x→ 1

2
arctg

(
2 · x

1− x2

)
;

f1 := D(f); g1 := D(g);
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Ôèãóðà 87: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà
1

2
arctg

(
2x

1− x2

)

x→ arctg(x);

x→ 1

2
arctg

(
2 · x

1− x2

)
;

x→ 1

1 + x2

x→ 1

2

2

1− x2
+

4x2

(1− x2)2

1 +
4x2

(1− x2)2

simplify(g1(x));

1

1 + x2

Ñëåäîâàòåëíî g1(x) = f1(x) çà âñÿêî x ∈ R\{±1}.

Ïðèìåð 7.3 Äîêàæåòå òúæäåñòâîòî arctgx+ arcctgx = π/2.

Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = arctgx+arcctgx. Òîãàâà f
′
(x) = 1

1+x2− 1
1+x2 = 0 çà âñÿêî

x ∈ R. Ñëåäîâàòåëíî f(x) ≡ C�êîíñòàíòà. Çà äà îïðåäåëèì êîíñòàíòàòà C íåêà ïðåñìåòíåì
f(1). Òúé êàòî f(1) = arctg1 + arcctg1 = π/4 + π/4 = π/2, òî arctgx+ arcctgx = π/2.

Çàäà÷è:

1) Äîêàæåòå òúæäåñòâàòà:

à) arctgx + arctg
1

x
=


π

2
, x > 0

−π
2
, x < 0;
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á) arctgx = arcsin
x√

1 + x2
;

â) arcsin

(√
1 + x−

√
1− x

2

)
=

1

2
arcsinx, x ∈ [−1, 1];

ã) arcsin


√

2−
√

2− 2x

2

 =
1

4
arcsinx, x ∈ [−1, 1].

7.2 Êðèòåðèé çà ìîíîòîííîñò

Ôèãóðà 88: Úãëîâ êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíà êúì êðèâà

Ìíîãî îò ïðèëîæåíèÿ-
òà íà äèôåðåíöèàëíî-
òî ñìÿòàíå ñà ñâúðçàíè
ñ óìåíèåòî íè äà îïðå-
äåëÿìå äàëè ôóíêöèÿ-
òà ðàñòå èëè íàìàëÿâà.
Íåêà ðàçãëåäàìå Ôèã.
88. Çíàåì, ÷å âúâ âñÿ-
êà òî÷êà ïðîèçâîäíàòà
íà ôóíêöèÿòà îïðåäå-
ëÿ tgα, êúäåòî α å úãú-
ëúò, êîéòî ñêëþ÷âà äî-
ïèðàòåëíàòà êúì ãðà-
ôèêàòà íà ôóíêöèÿòà
â òàçè òî÷êà ñ êîîðäè-
íàòíàòà îñ Ox. Ñëåäî-
âàòåëíî, àêî ôóíêöèÿ-
òà ðàñòå (íàìàëÿâà), òî
tgα > 0 (tgα < 0).

Òåîðåìà 7.2 Íåêà f : [a, b]→ R å äèôåðåíöèðóåìà çà âñÿêî x ∈ (a, b). Òîãàâà:
1) f å ìîíîòîííî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [a, b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f

′
(x) ≥ 0 çà

âñÿêî x ∈ (a, b);
2) f å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà [a, b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f

′
(x) ≤ 0

çà âñÿêî x ∈ (a, b).

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà f å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà çà

âñåêè x ∈ (a, b) è ∆x > 0 å èçïúëíåíî f(x+ ∆x)− f(x) ≥ 0 è òîãàâà
f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
≥ 0.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ∆x→ 0 ïîëó÷àâàìå

f
′
(x) = lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
≥ 0.
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Îáðàòíî, íåêà f
′
(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b) è íåêà a ≤ x1 < x2 ≤ b ñà ïðîèçâîëíè. Ñïîðåä

Òåîðåìà 6.12 ñúùåñòâóâà c ∈ (x1, x2), òàêà ÷å å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

f(x2)− f(x1) = f
′
(c)(x2 − x1).

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå, ÷å f(x2)− f(x1) ≥ 0 çà âñåêè äâå x1 < x2.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà 2) å àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 7.4 Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x3.

Çíàåì, ÷å òÿ å ñòðîãî ðàñòÿùà, íî ïðîèçâîäíàòà �è å íóëà â íóëàòà.
Òîçè ïðèìåð íè ïîêàçâà, ÷å îò ñòðîãàòà ìîíîòîííîñò íå ìîæåì äà î÷àêâàìå, ÷å f

′
> 0.

Òåîðåìà 7.3 Íåêà f : [a, b]→ R è å äèôåðåíöèðóåìà çà âñÿêî x ∈ (a, b). Òîãàâà:
1) f å ñòðîãî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [a, b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f

′
(x) ≥ 0 çà âñÿêî

x ∈ (a, b) è f
′
íå å íóëà â öåëè èíòåðâàëè;

2) f å ñòðîãî íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà [a, b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f
′
(x) ≤ 0 çà

âñÿêî x ∈ (a, b) è f
′
íå å íóëà â öåëè èíòåðâàëè.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Àêî ôóíêöèÿòà f å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà [a, b], òî ñúãëàñíî Òåîðåìà
7.2 f

′
(x) ≥ 0. Àêî äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà öÿë èíòåðâàë (x1, x2) ⊂ [a, b], êúäåòî f

′
(x) ≡ 0,

òî ñïîðåä Òåîðåìà 7.1 ïîëó÷àâàìå, ÷å f å êîíñòàíòà â (x1, x2), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåòî çà ñòðîãàòà ìîíîòîííîñò íà f .

15
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20100-10-20

Ôèãóðà 89: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà x− sinx

Íåêà f
′
(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈

(a, b) è f
′
íå å íóëà â öåëè èíòåð-

âàëè. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 7.2 çà âñåêè
a ≤ x1 < x2 ≤ b å èçïúëíåíî íåðà-
âåíñòâîòî f(x1) ≤ f(x2). Äà äîïóñíåì,
÷å ñúùåñòâóâàò äâå ñòîéíîñòè x1 è x2,
a ≤ x1 < x2 ≤ b, òàêà ÷å f(x1) = f(x2).
Îò ìîíîòîííîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å çà
âñÿêî x ∈ (x1, x2) å èçïúëíåíî f(x1) =
f(x) = f(x2). Ñëåäîâàòåëíî f å êîíñ-
òàíòà â èíòåðâàëà (x1, x2) è ñïîðåä Òå-
îðåìà 7.1 f

′
å òúæäåñòâåíî ðàâíà íà

íóëà â öåëèÿ èíòåðâàë (x1, x2). Ïîñëåä-
íîòî ïðîòèâîðå÷è ñ óñëîâèåòî íà Òåî-
ðåìàòà è ñëåäîâàòåëíî f(x1) < f(x2) çà âñåêè äâå a ≤ x1 < x2 ≤ b.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà 2) ñå ïðàâè àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 7.5 Ôóíêöèÿòà f(x) = x− sinx å ñòðîãî ðàñòÿùà (Ôèã. 89).
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Íàèñòèíà, f
′
(x) = 1− cosx ≥ 0 è f

′
(x) = 0 ñàìî â òî÷êèòå 2kπ, k ∈ Z.

Ëåñíî ñëåäñòâèå, êîåòî îáõâàùà øèðîê êëàñ îò ôóíêöèè å

Ñëåäñòâèå 7.3 Íåêà f : [a, b]→ R å äèôåðåíöèðóåìà çà âñÿêî x ∈ (a, b). Òîãàâà:
1) Àêî f

′
(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b) è f

′
å íóëà â êðàåí áðîé òî÷êè, òî f å ñòðîãî ðàñòÿùà

â èíòåðâàëà [a, b];
2) Àêî f

′
(x) ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b) è f

′
å íóëà â êðàåí áðîé òî÷êè, òî f å ñòðîãî

íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà [a, b].

Ïðèìåð 7.6 Ôóíêöèÿòà f(x) =
(

1 +
1

x

)x
ñòðîãî ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (0,+∞).

Íåêà ïîëîæèì g(x) = ln(f(x)) = ln
(

1 + x

x

)x
= x(ln(x + 1) − lnx). Àêî äîêàæåì, ÷å

g å ñòðîãî ðàñòÿùà, òî è f ùå å ñòðîãî ðàñòÿùà, çàùîòî f(x) = eg(x) å ñúñòàâíà ôóíêöèÿ
íà äâå ñòðîãî ðàñòÿùè ôóíêöèè. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà g è ïðèëàãàíå íà Òåîðåìàòà çà
êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ çà ðàçëèêàòà ln(x+ 1)− lnx ïîëó÷àâàìå, ÷å ðàâåíñòâîòî

g
′
(x) = ln(x+ 1)− lnx− 1

x+ 1
=

1

ξ
− 1

x+ 1

å èçïúëíåíî çà íÿêîå ξ ∈ (x, x + 1). Îò 1
ξ
− 1

x+1
> 0 ñëåäâà âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî

g
′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (0,+∞) è ñïîðåä Ñëåäñòâèå 7.3 g å ñòðîãî ðàñòÿùà.

Ïðèìåð 7.7 Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà ðàñòåíå è íàìàëÿâàíå íà ôóíêöèÿòà f(x) =
3x4 − 4x3 − 12x2 + 5.

Íàìèðàìå f
′
(x) = 12x3 − 12x2 − 24x = 12x(x− 2)(x+ 1).

Îïðåäåëÿìå çíàöèòå íà f îò òàáëèöàòà:

èíòåðâàë 12x x− 2 x+ 1 f
′
(x) f

(−∞,−1) − − − − íàìàëÿâà
(−1, 0) − − + + ðàñòå
(0, 2) + − + − íàìàëÿâà

(2,+∞) + + + + ðàñòå

Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà f , íàìèðàìå f
′
è ðåøàâàìå íåðàâåíñòâàòà f

′
(x) > 0, f

′
(x) <

0. Ðåøåíèÿòà íà íåðàâåíñòâàòà çàïèñâàìå â ïðîìåíëèâèòå p è q è ïðåáðîÿâàìå åëåìåíòèòå
èì ñ êîìàíäàòà numelems(p).
f := x→ 3 · x4 − 4 · x3 − 12 · x2 + 5;
f1 := D(f);
p := solve(f1(x) > 0, x); sp := numelems(p);
q := solve(f1(x) < 0, x); sq := numelems(q);
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x→ 3x4 − 4x3 − 12x2 + 5
x→ 12x3 − 12x2 − 24x
((x < 0,−1 < x), (2 < x))
2
((x < −1), (x < 2, 0 < x))
2

for i from 1 to sp do
print(p[i], ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);
end do

(x < 0,−1 < x), ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);
(2 < x), ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);
for i from 1 to sq do
print(p[i], ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);
end do

(x < −1), ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);
(x < 2, 0 < x), ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);

Ôèãóðà 90: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà 3x4 − 4x3 − 12x2 + 5

Maple äàâà âúçìîæíîñò äà ñå ðåøàâàò áúðçî çàäà÷è, â êîèòî ñå èçèñêâàò ìíîæåñòâî
ðú÷íè ïðåñìÿòàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ùå èëþñòðèðàìå òîâà ñúñ ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 7.8 Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà ðàñòåíå è íà íàìàëÿâàíå íà ôóíêöèÿòà

f(x) =
x13

13
+
x12

4
− 19x11

11
− 28x10

5
+

95x9

9
+

347x8

8
− 17x7

7
− 347x6

3
− 516x5

5
+ 10x4 + 32x3.

164



f := x→ f(x)

=
x13

13
+
x12

4
− 19x11

11
− 28x10

5
+

95x9

9
+

347x8

8
− 17x7

7
− 347x6

3
− 516x5

5
+ 10x4 + 32x3;

f1 := D(f);

p := solve(f1(x) > 0, x); sp := numelems(p);

q := solve(f1(x) < 0, x); sq := numelems(q);

x→ x13

13
+
x12

4
− 19x11

11
− 28x10

5
+

95x9

9
+

347x8

8
− 17x7

7
− 347x6

3
− 516x5

5
+ 10x4 + 32x3

x→ x12 + 3x11 − 19x10 − 56x9 + 95x8 + 347x7 − 17x6 − 694x5 − 516x4 + 40x3 + 96x2(
(x < −4), (x < 0,−1 < x),

(
x <

3

2
−
√

5

2
, 0 < x

)
,

(
x <

√
5

2
+

3

2
, 2 < x

)
, (3 < x)

)
5(

(x < −2,−4 < x), (x < −1,−2 < x),

(
x < 2,

3

2
−
√

5

2
< x

)
,

(
x < 3,

√
5

2
+

3

2
< x

))
4

for i from 1 to sp do

print(p[i], ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);

end do

(x < −4), ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);

(x < 0,−1 < x), ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);(
x <

3

2
−
√

5

2
, 0 < x

)
, ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);(

x <

√
5

2
+

3

2
, 2 < x

)
, ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);

(3 < x), ½Ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà�);
for i from 1 to sq do

print(p[i], ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);

end do

(x < −2,−4 < x), ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);

(x < −1,−2 < x), ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);(
x < 2,

3

2
−
√

5

2
< x

)
, ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);(

x < 3,

√
5

2
+

3

2
< x

)
, ½Ôóíêöèÿòà å íàìàëÿâàùà�);
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Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà ðàñòåíå è íà íàìàëÿâàíå íà ôóíêöèÿòà f

à) f(x) = x2 − x4; á) f(x) = x(x+ 1)2(x− 1)3;

â) f(x) = (x− x2)3; ã) f(x) =
1 + x

1 + x2
;

ä) f(x) = x− 3
√
x; å) f(x) = ln x+

1

x
;

æ) f(x) = x2ex; ç) f(x) = x2e−x
2
.

2) Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà ðàñòåíå è íà íàìàëÿâàíå íà ôóíêöèÿòà f

à) f(x) = sinx+ cosx; á) f(x) = sinx cosx; â) f(x) = sin2 x+ sinx+ 1.

7.3 Äîêàçâàíå íà íåðàâåíñòâà

Êðèòåðèÿò çà ìîíîòîííîñò ìîæå äà ñå ïðèëàãà è çà äîêàçâàíå íà íåðàâåíñòâà. Ùå èçïîë-
çâàìå ñëåäíèÿ ôàêò, êîéòî å íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 6.12.

Ñëåäñòâèå 7.4 Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà â [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà
â (a, b):
1) Àêî f(a) ≥ c è f

′
(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ [a, b], òî f(x) ≥ c çà âñÿêî x ≥ a;

2) Àêî f(a) ≤ c è f
′
(x) ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ [a, b], òî f(x) ≤ c çà âñÿêî x ≥ a;

3) Àêî f(b) ≥ c è f
′
(x) ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ [a, b], òî f(x) ≥ c çà âñÿêî x ≥ a;

4) Àêî f(b) ≤ c è f
′
(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ [a, b], òî f(x) ≤ c çà âñÿêî x ≥ a.

Ôèãóðà 91: Ãðàôèêè íà ôóíê-
öèèòå ln(x+ 1) è x+ sinx

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñà â ñèëà óñëîâè-
ÿòà íà Òåîðåìà 6.12 è ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, x], òàêà ÷å

f(x)− f(a)

x− a
= f

′
(ξ) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëíî f(x) ≥ f(a) ≥ b.
Äîêàçàòåëñòâàòà íà 2), 3) è 4) ñà àíàëîãè÷íè. �

Íà Ôèã. 91 ñà èç÷åðòàíè ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå
ln(x+1) è x+sinx â èíòåðâàëà [0, 10]. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿ-
âà, ÷å ïðîèçâîäíèòå èì ñà íåîòðèöàòåëíè. Ãðàôèêèòå ïî-
êàçâàò, ÷å àêî ïðîèçâîäíèòå ñà íåîòðèöàòåëíè ôóíêöèè,
òî çàïî÷âàéêè îò f(0) = 0 ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè
ïîñòîÿííî ùå íàðàñòâàò.

Ïðèìåð 7.9 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî x ∈ (0,+∞) å â
ñèëà íåðàâåíñòâîòî sinx < x.

166



Ôèãóðà 92: Ãðàôèêè íà ôóíê-
öèèòå x è sinx

Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x − sinx â èí-
òåðâàëà [0,+∞). Òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å f(x) > 0 çà âñÿêî
x ∈ (0,+∞). Òúé êàòî f(0) = 0, òî àêî ïîêàæåì, ÷å f å
ñòðîãî ðàñòÿùà ùå ñëåäâà f(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (0,+∞).
Îò

f
′
(x) = 1− cosx ≥ 0,

êàòî ðàâåíñòâî ñå ïîëó÷àâà ñàìî â èçîëèðàíè òî÷êè è
ñúãëàñíî Òåîðåìà 7.3 ñëåäâà, ÷å f å ñòðîãî ðàñòÿùà. Ñëå-
äîâàòåëíî çà âñÿêî x > 0 å èçïúëíåíî x− sinx = f(x) >
f(0) = 0 (Ôèã. 92).

Ïðèìåð 7.10 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî x ∈ (0,+∞) å â

ñèëà íåðàâåíñòâîòî cosx > 1− x2

2
.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = cos x− 1 +
x2

2
â èíòåðâàëà (0,+∞). Îò Ïðèìåð 7.9

çíàåì, ÷å íåðàâåíñòâîòî
f
′
(x) = − sinx+ x > 0

å èçïúëíåíî çà âñÿêî x ∈ (0,+∞). Ñëåäîâàòåëíî f å ñòðîãî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Òàêà ïîëó-

÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî x > 0 å èçïúëíåíî cosx− 1 +
x2

2
= f(x) > f(0) = 0.

Ïðèìåð 7.11 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî x ∈
(

0,
π

2

)
å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî tg x > x+

x3

3
.

Ôèãóðà 93: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå cosx è 1− x2

2

Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) =

tg x− x− x3

3
â èíòåðâàëà

(
0,
π

2

)
. Îò

f
′
(x) =

1

cos2(x)
−1−x2 = tg2(x)−x2 = (tg x+x)(tg x−x)

è íåðàâåíñòâîòî tg x + x > 0 çà âñÿêî

x ∈
(

0,
π

2

)
ïîëó÷àâàìå, ÷å çíàêà íà f

′

ñå îïðåäåëÿ îò çíàêúò íà tg x− x.
Íåêà ïîëîæèì g(x) = tg x−x. Îò

g
′
(x) =

1

cos2(x)
− 1 = tg2(x) ïîëó÷àâà-

ìå, ÷å g
′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈

(
0,
π

2

)
.

Ñëåäîâàòåëíî g å ñòðîãî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ è g(x) > g(0) = 0 çà âñÿêî x ∈
(

0,
π

2

)
.

Âðúùàìå ñå êúì ôóíêöèÿòà f . Ïîëó÷èõìå f
′
(x) = (tg x + x)g(x) > 0 çà âñÿêî x ∈(

0,
π

2

)
. Ñëåäîâàòåëíî f e ñòðîãî ðàñòÿùà è f(x) > f(0) = 0, ò.å. tg x− x− x3

3
> 0.
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Ïðèìåð 7.12 Íåêà α ∈ (0, 1). Äîêàæåòå, ÷å íåðàâåíñòâîòî

xα − αx ≤ 1− α(21)

å èçïúëíåíî çà âñÿêî x ∈ [0,+∞).

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = xα − αx. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå f
′
(x) =

αxα−1 − α = α(xα−1 − 1). Îò α ∈ (0, 1) ñëåäâà, ÷å f
′
(x) > 0 çà x ∈ (0, 1) è f

′
(x) < 0

çà x ∈ (1,+∞). Ñëåäîâàòåëíî f å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (0, 1) è å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà
(1,+∞). Îò òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî x 6= 1 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî xα−αx = f(x) <
f(1) = 1− α.

Ëåìà 7.1 (Íåðàâåíñòâî íà Þíã) Íåêà p, q ∈ (1,+∞) ñà òàêèâà ÷å
1

p
+

1

q
= 1. Çà âñåêè

u, v > 0 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

uv ≤ up

p
+
vq

q
(22)

Íåðàâåíñòâîòî íà Þíã ìîæå äà áúäå äîêàçàíî ïî ðàçëè÷íè íà÷èíè. Íèå ùå èçïîëçâàìå
Çàäà÷à 7.12.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ïîëîæèì x =
a

b
è β = 1 − α, êúäåòî a, b > 0 è α ∈ (0, 1). Ñëåä

çàìåñòâàíå â (21) ïîëó÷àâàìå
aα

bα
≤ α

a

b
+ β

è ñëåä ïðåîáðàçóâàíå íàìèðàìå
aαbβ ≤ αa+ βb.(23)

Íåêà ïîëîæèì p =
1

α
, q =

1

β
, u = aα è v = bβ. Òîãàâà ñëåä çàìåñòâàíå â (23) ïîëó÷àâàìå

íåðàâåíñòâî (22). �

Ñëåäñòâèå 7.5 Íåêà α, β, γ ∈ (0, 1) ñà òàêèâà ÷å α + β + γ = 1. Çà âñåêè u, v, t > 0 å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

uαvβtγ ≤ αu+ βv + γt(24)

Äîêàçàòåëñòâî: Îò (23) ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

uαvβtγ = uα
(
v

β
β+γ t

γ
β+γ

)β+γ

≤ αu+ (β + γ)v
β

β+γ t
γ

β+γ

≤ αu+ (β + γ)

(
β

β + γ
v +

γ

β + γ
t

)
= αu+ βv + γt.

�
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Ñëåäñòâèå 7.6 Íåêà pi ∈ (0, 1), i = 1, 2, . . . , n ñà òàêèâà ÷å
∑n
i=1 pi = 1. Çà âñåêè ui > 0,

i = 1, 2, . . . , n å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

up1
1 .u

p2
2 . . . upnn ≤

n∑
i=1

piui(25)

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñòâèå 7.5. �

Ñëåäñòâèå 7.7 (íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíî àðèòìåòè÷íî è ñðåäíî ãåîìåòðè÷íî) Íåêà
n ∈ N. Çà âñåêè ui > 0, i = 1, 2, . . . , n å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

n
√
u1u2 . . . un ≤

n∑
i=1

ui

n
(26)

Äîêàçàòåëñòâî: Ïîëàãàìå pi =
1

n
â (7.6). �

Çàäà÷è:

1) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à) ex ≥ 1 + x, x ∈ (−∞,+∞); á) ex ≥ 1 + x+
x2

2
, x ∈ [0,+∞);

â) (1 + x)α ≥ 1 + αx, x ∈ [1,+∞), α > 1; ã) 1 + α lnx ≤ xα, x ∈ (0,+∞), α > 0;

ä) x− x2

2
≤ ln(1 + x) < x, x ∈ (0,+∞); å) x− x3

6
< sinx ≤ x− x3

6
+

x5

120
, x ∈ (0,+∞);

æ) 1− x2

2
< cosx ≤ 1− x2

2
+
x4

24
, x ∈ (0,+∞).

2) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à)
ln2 x

2
≤ x− 1

e
, x ∈ [1,+∞); á) 1− 1 + x

ex
≤ x

e
, x ∈ [0,+∞);

â) arcsinx ≤ x+ x3

√
1− x2

, x ∈ [0, 1); ã) arctg
(

1− x
1 + x

)
≤ 1√

x
− 1, x ∈ (0, 1];

ä) sin(πx) ≥ π(x− x2), x ∈ (0,+∞); å) cos(πx) ≥ π

4
− πx2, x ∈ (0,+∞).

7.4 Ïðàâèëî íà Ëîïèòàë

Ùå êàçâàìå, ÷å îòíîøåíèåòî íà äâå ôóíêöèè f è g å íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[
0

0

]
èëè[∞

∞

]
ïðè x → a, àêî limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0 èëè limx→a f(x) = limx→a g(x) = ∞.
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Ùå ðàçãëåäàìå ïðèëîæåíèå íà ïðîèçâîäíèòå çà ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà[
0

0

]
èëè

[∞
∞

]
. Ïðàâèëàòà çà ðàçêðèâàíå íà òåçè íåîïðåäåëåíîñòè ñà îòêðèòè îò Ëîïèòàë

è Áåðíóëè, íî ñà èçâåñòíè ñ îáùîòî èìå ïðàâèëî íà Ëîïèòàë.

Òåîðåìà 7.4 (îáîáùåíà òåîðåìà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ íà Êîøè) Àêî ôóíêöèèòå f
è g ñà íåïðåêúñíàòè â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b], äèôåðåíöèðóåìè â èíòåðâàëà (a, b) è
g
′
(x) 6= 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b), òî ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b), òàêà ÷å

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f
′
(ξ)

g′(ξ)
.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å g(a) 6= g(b). Íàèñòèíà, àêî äîïóñíåì, ÷å òîâà
íå å òàêà, òî ñïîðåä Òåîðåìàòà íà Ðîë ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b), òàêà ÷å g

′
(x) = 0, êîåòî

ïðîòèâîðå÷è ñ óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà.
Íåêà äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

F (x) = f(x)− f(a)− (g(x)− g(a))
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
,(27)

êîÿòî å íåïðåêúñíàòà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b] è äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà (a, b).
Î÷åâèäíî F (a) = F (b) è ñúãëàñíî Òåîðåìàòà íà Ðîë ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, b), òàêà ÷å F

′
(ξ) =

0. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå â (27) ïîëó÷àâàìå:

F
′
(x) = f

′
(x)− g′(x)

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

è

F
′
(ξ) = f

′
(ξ)− g′(ξ)f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
= 0

èëè
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f
′
(ξ)

g′(ξ)
.

�

Îïðåäåëåíèå 7.1 Íåêà a ∈ R. Ïðîáîäåíà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a íàðè÷àìå ìíîæåñò-
âîòî (a− δ, a) ∪ (a, a+ δ), çà ïðîèçâîëíî δ > 0.

Òåîðåìà 7.5 (íà Ëîïèòàë) Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà äåôèíèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â
ïðîáîäåíà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a, g

′
(x) 6= 0 â òàçè îêîëíîñò è

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0.(28)

Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→a

f
′
(x)

g′(x)
, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà lim

x→a

f(x)

g(x)
è

äâåòå ãðàíèöè ñà ðàâíè.
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà îçíà÷èì ñ ∆ ïðîáîäåíàòà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a, â êîÿòî f è g
óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà Òåîðåìàòà. Íåêà äîäåôèíèðàìå ôóíêöèèòå f è g â òî÷êàòà
a, êàòî ïîëîæèì f(a) = g(a) = 0. Ôóíêöèèòå f è g ñòàâàò íåïðåêúñíàòè â ∆ ïðè òîâà
äîäåôèíèðàíå.

Íåêà {xn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà, êëîíÿùà êúì a è xn 6= a çà âñÿêî n ∈ N.
Çà âñåêè çàòâîðåí èíòåðâàë [xn, a] èëè [a, xn] ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà îò Òåîðåìàòà

íà Êîøè è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ξn â îòâîðåíèÿ èíòåðâàë ñ êðàèùà òî÷êèòå xn è a,
òàêà ÷å

f(xn)− f(a)

g(xn)− g(a)
=
f
′
(ξn)

g′(ξn)
.

Îò f(a) = g(a) = 0 ïîëó÷àâàìå
f(xn)

g(xn)
=
f
′
(ξn)

g′(ξn)
.

Ïðè n → ∞ ïî äåôèíèöèÿ å èçïúëíåíî xn → a è îò èçáîðà íà ξn ìåæäó òî÷êèòå xn è a

ñëåäâà, ÷å ξn → a. Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà lim
x→a

f
′
(x)

g′(x)
è îïðåäåëåíèåòî íà Õàéíå

ñëåäâà, ÷å çà âñÿêà ðåäèöà {zn}∞n=1 ãðàíèöàòà lim
zn→a

f
′
(zn)

g′(zn)
å åäíà è ñúùà. Òàêà çà âñÿêà

ðåäèöà {xn}∞n=1 ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

f(xn)

g(xn)
= lim

n→∞

f
′
(ξn)

g′(ξn)

è ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî çà ãðàíèöà ïî Õàéíå ñëåäâà âåðíîñòòà íà òåîðåìàòà. �

Ïðèìåð 7.13 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

1− cosx

x2
.

Îò lim
x→0

1− cosx

x2
=

[
0

0

]
è lim

x→0

(1− cosx)
′

(x2)′
= lim

x→0

sinx

2x
=

1

2
è Òåîðåìà 7.5 ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

1− cosx

x2
= 1/2.

Ïðèìåð 7.14 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

ex − 1− x
x2

.

Îò limx→0
ex − 1− x

x2
=
[
0

0

]
è lim

x→0

(ex − 1− x)
′

(x2)′
= lim

x→0

ex − 1

2x
=
[
0

0

]
ïîëó÷àâàìå îòíîâî

íåîïðåäåëåíîñò, çà êîÿòî ñà â ñèëà óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 7.5. Îò

lim
x→0

(ex − 1)
′

(2x)′
= lim

x→0

ex

2
=

1

2

ïîëó÷àâàìå lim
x→0

ex − 1

2x
= lim

x→0

ex

2
=

1

2
è ñëåäîâàòåëíî lim

x→0

ex − 1− x
x2

= lim
x→0

ex − 1

2x
=

1

2
.

171



Íåêà îòáåëåæèì, ÷å Òåîðåìà 7.5 å ñàìî äîñòàòú÷íî óñëîâèå. Íàïðèìåð ãðàíèöàòà(
x2 cos

(
1

x

))′
(sinx)′

ïðè x→ 0 íå ñúùåñòâóâà, äîêàòî ëåñíî ñå ïðåñìÿòà, ÷å

lim
x→0

x2 cos
(

1

x

)
sinx

= lim
x→0

x

sinx
· x cos

(
1

x

)
= 0,

çàùîòî lim
x→0

x

sinx
= 1 è cos

(
1

x

)
å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ.

Ùå äåìîíñòðèðàìå êàê ìîæåì äà èçïîëçâàìå Maple çà èçâúðøâàíå íà ïðåñìÿòàíèÿ-
òà, ñâúðçàíè ñ ïðèëîæåíèåòî íà ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë.

Ïúðâî ùå äåôèíèðàìå ïðîöåäóðà, êîÿòî äà ïðîâåðÿâà, äàëè îòíîøåíèåòî
f1(x)

f2(x)
å

íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[
0

0

]
èëè å îïðåäåëåí èçðàç.

ULZ := proc(a, f1, f2)

local u;

if limit(f1(x), x = a) = 0 and limit(f2(x), x = a) = 0 then true

else false

end if

end proc;

Ùå èëþñòðèðàìå äåéñòâèåòî íà ïðîöåäóðàòà ULZ.

f := x→ exp(x) + exp(−x)− 2 · cos(x); g := x→ x2;

x→ exp(x) + exp(−x)− 2 · cos(x)

g := x→ x2

ULZ(0, f, g);ULZ(1, f, g);

true

false

Äåôèíèðàìå ïðîöåäóðà, êîÿòî èçïîëçâà ULZ è àêî îòíîøåíèåòî
f1(x)

f2(x)
å íåîïðåäå-

ëåíîñò îò âèäà
[
0

0

]
, òîãàâà ïðîâåðÿâàìå äàëè è îòíîøåíèåòî

f1
′
(x)

f2′(x)
å íåîïðåäåëåíîñò îò

âèäà
[
0

0

]
, äîêàòî ñå ñòèãíå äî îòíîøåíèå, êîåòî å îïðåäåëåíî. Èçïîëçâàìå èòåðàöèÿ êàòî

ïðåäïîëàãàìå, ÷å çà çàäà÷èòå, êîèòî ùå ðåøàâàìå ùå ñà íè äîñòàòú÷íè äî 10 ïðèëàãàíèÿ
íà ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë. Ïî-íàòàòúê ùå äåôèíèðàìå òàçè ïðîöåäóðà ðåêóðñèâíî è íÿìà
äà íàëàãàìå îãðàíè÷åíèå íà áðîÿ èòåðàöèè.
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LTI := proc(a, f1, f2)
local i, h1, h2, p;
for i from 0 to 10 do h1 := D(i)(f1);h2 := D(i)(f2);
print(i, h1(x), h2(x));
if not(ULZ(a,D(i)(f1), D(i)(f2)))
thenh1 := D(i)(f1);h2 := D(i)(f2); p := i; print(h1(x), h2(x));
break end if end do;
limit(h1(x)/h2(x), x = a)
end proc

Ïðåñìÿòàìå ïðîöåäóðàòà LTI çà a = 0, f = ex + e−x − 2 · cos(x) è g = x2

LTI(0, f, g);
Èçâåæäàò ñå áðîÿ äèôåðåíöèðàíèÿ, ïðîèçâîäíèòå íà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ è

ãðàíèöàòà.

0,
ex + e−x − 2 cos(x)

x2

1,
ex − e−x+ 2 sin(x)

2x

2,
ex + e−x + 2 cos(x)

2

2
Ïðåñìÿòàìå ïðîöåäóðàòà LTI çà a = 1, f = ex + e−x − 2 · cos(x) è g = x2

LT (1, f, g);
Ïðîâåðêàòà ïîêàçâà, ÷å âå÷å íÿìà íåîïðåäåëåíîñò è ïðåñìÿòà äèðåêòíî ãðàíèöàòà.

0,
ex + e−x − 2 cos(x)

x2

e+ e−1 − 2 cos(1)

Ùå ïðåñìåòíåì îùå åäíà ãðàíèöà lim
x→0

sinx− tgx

x3
.

f := x→ sin(x)− tg(x); g := x→ x3;

x→ sin(x)− tg(x)

x→ x3

LT (0, f, g);
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0,
sin(x)− tg(x)

x3

1,
cos(x)− 1− tg2(x)

3x2

2,
− sin(x)− 2tg(x) (1 + tg2(x))

6x

3,−cos(x)

6
− (1 + tg2(x))

2

3
− 2tg2(x) (1 + tg2(x))

3

−1

2

Ôèãóðà 94: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå ex−1
è sin(2x)

Ùå äàäåì ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà
Òåîðåìà 7.6. Óñëîâèåòî lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0

è äèôåðåíöèðóåìîñòòà íà f è g îçíà÷àâàò, ÷å
f(a) = g(a) = 0. Ïðîèçâîäíèòå f

′
(a) è g

′
(a) ñà

úãëîâèòå êîåôèöèåíòè íà äîïèðàòåëíèòå êúì
ôóíêöèèòå f è g â òî÷êàòà a. Àêî ïîíå åäèí
îò òåçè úãëîâè êîåôèöèåíòè å ðàçëè÷åíí îò íó-
ëà, òîãàâà òÿõíîòî îòíîøíèå å òúðñåíàòà ãðà-

íèöà. Íàïðèìåð lim
x→0

ex − 1

sin(2x)
=
[
0

0

]
. Äîïèðàòåë-

íàòà â òî÷êàòà 0 êúì ôóíêöèÿòà ex − 1 èìà úã-
ëîâ êîåôèöèåíò 1, à äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà 0
êúì ôóíêöèÿòà sin(2x) èìà úãëîâ êîåôèöèåíò
2 (Ôèã. 94). Àêî è äâàòà úãëîâè êîåôèöèåíòà ñà
íóëà, òîãàâà è äâåòå äîïèðàòåëíè ñà óñïîðåäíè
íà êîîðäèíàòíàòà îñ Ox. Â òîçè ñëó÷àé ñå íàëàãà äà òúðñèì ïðîèçâîäíèòå íà ïðîèçâîä-

íèòå íà ÷èñëèòåëèòå è çíàìåíàòåëèòå. Íàïðèìåð lim
x→0

ex − 1− x
1− cosx

=
[
0

0

]
. Äîïèðàòåëíàòà â

òî÷êàòà 0 êúì ôóíêöèÿòà ex − 1 − x èìà úãëîâ êîåôèöèåíò 0 è äîïèðàòåëíàòà â òî÷êà-
òà 0 êúì ôóíêöèÿòà 1 − cosx èìà úãëîâ êîåôèöèåíò 0 (Ôèã. 95). Ðàçãëåæäàìå ÷àñòíîòî

îò ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå lim
x→0

ex − 1

sinx
. Â òîçè ñëó÷àé ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîäíèòå íà

ïðîèçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå è ïîëó÷àâàìå, ÷å ãðàíèöàòà å 0.

Òåîðåìà 7.6 (íà Ëîïèòàë) Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà äåôèíèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â
R\[−M,M ] çà íÿêîå M > 0, êàòî g

′
(x) 6= 0 çà âñÿêî x ∈ R\[−M,M ] è

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0.

Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→∞

f
′
(x)

g′(x)
, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà lim

x→∞

f(x)

g(x)
è

äâåòå ãðàíèöè ñà ðàâíè.
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Ôèãóðà 95: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå ex − 1− x è 1− cosx

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïîëîæèì: x = 1/t, G(t) = g(1/t) è F (t) = f(1/t). Òîãàâà ôóíêöèèòå

F è G ñà äåôèíèðàíè â ïðîáîäåíàòà îêîëíîñò (−1/M, 1/M) íà 0 è G
′
(x) = −g

′
(1/t)

t2
6= 0 â

(−1/M, 1/M)\{0}. Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà lim
x→∞

f
′
(x)

g′(x)
ñëåäâà ñúùåñòâóâàíåòî íà

ãðàíèöàòà

lim
t→0

F
′
(t)

G′(t)
= lim

t→0

−f
′
(1/t)
t2

−g′ (1/t)
t2

= lim
t→0

f
′
(1/t)

g′(1/t)
= lim

x→∞

f
′
(x)

g′(x)
.

Ñåãà ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 7.5 ïîëó÷àâàìå

lim
t→0

F (t)

G(t)
= lim

t→0

f(1/t)

g(1/t)
= lim

x→∞

f(x)

g(x)
.

�

Ïðèìåð 7.15 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→∞

π

4
− arctg

(
x− 1

x

)
sin

(
1

x

) .

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å lim
x→∞

(
π

4
− arctg

(
x− 1

x

))
= 0 è lim

x→∞
sin

(
1

x

)
= 0. Ñëåä äèôåðåíöè-

ðàíå íà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëà ïîëó÷àâàìå

lim
x→∞

(
π

4
− arctg

(
x− 1

x

))′
(

sin
(

1

x

))′ = lim
x→∞

1

2x2 − 2x+ 1

cos
(

1

x

)
x2

= lim
x→∞

x2

2x2 − 2x+ 1

1

cos
(

1

x

) =
1

2
.
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Òåîðåìà 7.5 å â ñèëà è êîãàòî ñå ðàçãëåæäàò ëÿâà èëè äÿñíà ãðàíèöà â òî÷êàòà a è
Òåîðåìà 7.6 å â ñèëà è êîãàòî ñå ðàçãëåæäàò ãðàíèöè ïðè x→ +∞ èëè x→ −∞. Ñúùîòî
âàæè çà ñëåäâàùèòå Òåîðåìà 7.7 è Òåîðåìà 7.8.

Ïðåìèíàâàìå êúì ïðàâèëàòà çà ðàçêðèâàíå íà íåîïðåäåëåíîñòè îò âèäà
[∞
∞

]
.

Òåîðåìà 7.7 (íà Ëîïèòàë) Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà äåôèíèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â
ïðîáîäåíà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a, g

′
(x) 6= 0 â òàçè îêîëíîñò è

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞.

Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→a

f
′
(x)

g′(x)
, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà lim

x→a

f(x)

g(x)
è

äâåòå ãðàíèöè ñà ðàâíè.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Ïúðâî ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî lim
x→a

f
′
(x)

g′(x)
= b, êúäåòî b ∈ R. Íåêà

{xn}∞n=1 å ðåäèöà, êëîíÿùà êúì a èëè îòëÿâî, èëè îòäÿñíî. Ôóíêöèèòå f è g óäîâëåòâî-
ðÿâàò óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 7.4 âúâ âñåêè èíòåðâàë ñ êðàèùà xn è xm. Ñëåäîâàòåëíî çà
âñåêè äâå xn, xm ñúùåñòâóâà ξn,m, òàêà ÷å

f
′
(ξn,m)

g′(ξn,m)
=
f(xn)− f(xm)

g(xn)− g(xm)
=
f(xn)

g(xn)
·

1− f(xm)

f(xn)

1− g(xm)

g(xn)

.(29)

Îò lim
x→a

f
′
(x)

g′(x)
= b ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ (a−δ, a+δ)

å âàëèäíî íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣∣f
′
(x)

g′(x)
− b

∣∣∣∣∣ < ε. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî

n,m ≥ N å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî
f
′
(ξn,m)

g′(ξn,m)
= b+αn,m, êúäåòî |αn,m| <

ε

2
. Íåêàm å ôèêñèðàíî

è äà íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ â lim
n→∞

1− f(xm)

f(xn)

1− g(xm)

g(xn)

= 1. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî

ε > 0 ïðè òàêà ôèêñèðàíîòî m ñúùåñòâóâà N1 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n > N1 å â ñèëà
ïðåäñòàâÿíåòî

1− f(xm)

f(xn)

1− g(xm)

g(xn)

= 1 + βn,m,
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êúäåòî |βn,m| <

ε

2

|b|+ ε

2

. Ñëåä çàìåñòâàíå â (29) ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

f(xn)

g(xn)
= (b+ αn,m)(1 + βn,m) = b+ (b+ αn,m)βn,m + αn,m.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

∣∣∣∣∣f(xn)

g(xn)
− b

∣∣∣∣∣ ≤ (|b|+ |αn,m|) ||βn,m|+ |αn,m| <
(
|b|+ ε

2

) ε

2

|b|+ ε

2

+
ε

2
= ε.

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N1 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N1 å èçïúëíåíî

íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣∣f(xn)

g(xn)
− b

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

2) Íåêà ñåãà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ lim
x→a

f
′
(x)

g′(x)
= ∞. Îò lim

x→a

g
′
(x)

f ′(x)
= 0 è äîêàçàíîòî â

1) ñëåäâà, ÷å lim
x→a

g(x)

f(x)
= 0. Ñëåäîâàòåëíî lim

x→a

f(x)

g(x)
=∞. �

Ïðèìåð 7.16 Íàìåðåòå lim
x→0+0

lnx
1√
x

.

Îò lim
x→0+0

lnx = −∞, lim
x→0+0

1√
x

=∞ è lim
x→0+0

(lnx)
′(

1√
x

)′ = lim
x→0+0

1

x

− 1

2x
√
x

= −2 lim
x→0+0

√
x = 0

ïîëó÷àâàìå, ÷å lim
x→0+0

lnx
1√
x

= 0.

Òåîðåìà 7.8 (íà Ëîïèòàë) Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà äåôèíèðàíè è äèôåðåíöèðóåìè â
R\[−M,M ] çà íÿêîå M > 0, êàòî g

′
(x) 6= 0 çà âñÿêî x ∈ R\[−M,M ] è

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) =∞.

Òîãàâà, àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→∞

f
′
(x)

g′(x)
, òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà lim

x→∞

f(x)

g(x)
è

äâåòå ãðàíèöè ñà ðàâíè.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà òîâà íà Òåîðåìà 7.6. �
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Ùå èëþñòðèðàìå, êàê â Maple ìîæåì äà âèçóàëèçèðàìå èçïîëçâàíåòî íà ïðàâèëîòî
íà Ëîïèòàë âúâ âñè÷êè ðàçãëåäàíè ñëó÷àè. Ïúðâî ùå äåôèíèðàìå ïðîöåäóðè, êîèòî äà

ïðîâåðÿâàò íåîïðåäåëåíîñòè îò äâàòà âèäà
[
0

0

]
è
[∞
∞

]
.

Ñ ïðîöåäóðàòà ULZ ïðîâåðÿâàìå, äàëè èìà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[

0
0

]
. Ñ ïðîöåäó-

ðàòà ULI ïðîâåðÿâàìå, äàëè èìà íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà
[
∞
∞

]
.

ULZ := proc(a, f1, f2)

local u;

if limit(f1(x), x = a) = 0 and limit(f2(x), x = a) = 0

then true

else false

end if

end proc;

ULI := proc(a, f1, f2)

localu;

if limit(f1(x), x = a) = infinity and limit(f2(x), x = a) = infinity

then true

else false

end if

end proc;

Äåôèíèðàìå ïðîöåäóðà LTI(a, f, g), êîÿòî ÷ðåç èòåðàöèè ïðîâåðÿâà êîëêî ïúòè òðÿá-
âà äà ñå ïðèëîæè ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë

LTI := proc(a, f1, f2)

locali, h1, h2, p;

for i from 0 to 100 do

h1 := D(i)(f1);h2 := D(i)(f2); print

(
i,
h1(x)

h2(x)

)
;

if (not(ULI(a,D(i)(f1), D(i)(f2))) and (not(ULZ(a,D(i)(f1), D(i)(f2)))

then h1 := D(i)(f1);h2 := D(i)(f2); p := i;

break end if end do;

limit(h1(x)/h2(x), x = a)

end proc
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Äåôèíèðàìå ïðîöåäóðà LTR(a, f, g), êîÿòî ðåêóðñèâíî ïðîâåðÿâà êîëêî ïúòè òðÿáâà
äà ñå ïðèëîæè ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë
LTR := proc(a, f1, f2, i)

localh1, h2;

print

(
i,
f1(x)

f2(x)

)
;

if (ULZ(a, f1, f2) or ULI(a, f, g))

then thisproc(a,D(1)(f1), D(1)(f2), i+ 1) :

else limit

(
f1(x)

f2(x)
, x = a

)
end if

end proc

Ïðåñìÿòàíèÿòà ïîêàçâàò, ÷å ðåêóðñèâíî çàäàäåíàòà ïðîöåäóðà èçâúðøâà ïðåñìÿòà-
íèÿòà ìíîãî ïî�áúðçî. Íàïðèìåð, íåêà äà ïîòúðñèì ãðàíèöàòà

lim
x→0

ex −
80∑
k=0

xk

k!

sinx−
40∑
k=1

(−1)k+1x2k−1

(2k − 1)!

.

Ðåçóëòàòèòå ïîêàçâàò, ÷å LTR ïðåñìÿòà ãðàíèöàòà çà îêîëî 2 ñåêóíäè, à LTI ïðåñìÿòà
ãðàíèöàòà íàä 60 ñåêóíäè.

Êîìàíäàòà time() äàâà ìîìåíòíîòî âðåìå â êîìïþòúðà. Ñ êîìàíäèòå

st := time();LTR(0, f, g, 0); time()− st;

15.671

0,

(
−x+ sin(x) + 1

6
x3 − 1

120
x5 + · · ·

)
(
ex − 1− 1

2
x2 − · · ·

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

79,
1− cos(x)

ex − 1− x
80,

sin(x)

ex − 1

81,
cos(x)

ex

1

2.329
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ïðåñìÿòàìå ãðàíèöàòà è âðåìåòî, êîåòî å áèëî íóæíî äà ñå èçâúðøàò âñè÷êèòå ïðåñìÿòà-
íèÿ. Âðåìåòî íåîáõîäèìî çà ïðèëàãàíå íà ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë 81 ïúòè å 2.329 ñåêóíäè.
Ùå îòáåëåæèì, ÷å âðåìåòî çà ïðåñìÿòàíå å ñâúðçàíî íå ñàìî ñ âèäà êîìïþòúð, íî è ñ ìî-
ìåíòíîòî íàòîâàðâàíå íà îïåðàöèîííàòà ñèñòåìà è ïðè âñÿêî ïðåñìÿòàíå íà åäèí è ñúùè
êîìïþòúð ùå äàâà ðàçëè÷åí ðåçóëòàò, ðàçáèðà ñå áëèçúê äî 2 ñåêóíäè.

Äà èçâúðøèì ñúùîòî ïðåñìÿòàíå, íî ñ èòåðàòèâíàòà ïðîöåäóðà LTI.

st := time();LTI(0, f, g, 0); time()− st;

18.000

0,

(
−x+ sin(x) + 1

6
x3 − 1

120
x5 + · · ·

)
(
ex − 1− 1

2
x2 − · · ·

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

79,
1− cos(x)

ex − 1− x
80,

sin(x)

ex − 1

81,
cos(x)

ex

1

68.984.

Îñâåí ðàçãëåäàíèòå äî ìîìåíòà íåîïðåäåëåíîñòè
[

0
0

]
è
[
∞
∞

]
, ÷åñòî ñå ñðåùàò è íåîï-

ðåäåëåíîñòè îò âèäîâåòå [0.∞], [∞−∞], [1∞], [00], [∞0]. Òåçè íåïðîäåëåíîñòè ñå ñâåæäàò
äî èçó÷åíèòå äâå ñ ïîìîùòà íà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Íåêà limx→a f(x) å ðàâíî íà 1, 0 èëè ∞ è ñúîòâåòíî limx→a g(x) å ðàâíî íà ∞ èëè 0.
Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî f g = eg ln f . Àêî íàìåðèì ãðàíèöàòà limx→a g(x) ln(f(x)) = b, òî
limx→a f

g = eb.
Íåêà îòáåëåæèì, ÷å è â òðèòå ñëó÷àÿ ïîëó÷åíàòà ãðàíèöà limx→a g(x) ln(f(x)) å îò

âèäà [0.∞]. Çà íàìèðàíåòî íà ãðàíèöè îò òîçè âèä limx→a ϕ(x)ψ(x), êúäåòî limx→a ϕ(x) = 0

è limn→a ψ(x) =∞ ðàçãëåæäàìå limx→a
ϕ(x)

1/ψ(x)
=

[
0

0

]
èëè limx→a

1/ϕ(x)

ψ(x)
=

[
∞
∞

]
.

Ïðèìåð 7.17 Íàìåðåòå lim
x→0+0

xx

Òúðñèì ãðàíèöàòà limx→0+0 x lnx = [0.∞]. Çà öåëòà ðàçãëåæäàìå

lim
x→0+0

x lnx = lim
x→0+0

lnx
1

x

=
[∞
∞

]
.
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Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, ïîëó÷àâàìå

lim
x→0+0

(lnx)
′(

1

x

)′ = lim
x→0+0

1

x

− 1

x2

= lim
x→0+0

(−x) = 0.

Îò Òåîðåìà 7.7 ñëåäâà limx→0+0 x lnx = 0. Ïîðàäè íåïðåêúñíàòîñòòà íà ïîêàçàòåëíàòà
ôóíêöèÿ ïîëó÷àâàìå

lim
x→0+0

xx = lim
x→0+0

ex lnx = elimx→0+0 x lnx = e0.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) limx→0
xcotgx− 1

x2
; á) limx→0

ex−
x2

2

x3
;

â) limx→0+
1−
√

cosx

1− cos (
√
x)
; ã) limx→1

xx − x
lnx− x+ 1

;

ä) lim
x→

π

4

3
√

tg x− 1

2 sin2 x− 1
; å) lim

x→0

tg x− x
x− sinx

;

æ)
x→ 0 x(ex + 1)− 2(ex − 1)

x3
; ç) lim

x→0

arcsin(2x)− 2 arcsinx

x3
.

2) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

(
xx

x − 1
)
; á) lim

x→0+
x

α

1 + ln x ;

â) lim
x→1−

(lnx ln(1− x)); ã) lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
;

ä) lim
x→1

(
1

lnx
− 1

x− 1

)
; å) lim

x→0

(
1

ln(x+
√

1 + x2)
− 1

ln(1 + x)

)
;

7.5 Ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä

Â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô ñå ñáëúñêàõìå ñ íåîáõîäèìîñòòà äà ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîäíàòà f ′

íà ôóíêöèÿ f êàòî ôóíêöèÿ, êîÿòî èìà ïðîèçâîäíà è äà ÿ äèôåðåíöèðàìå. Ðåçóëòàòúò îò
òîâà ïîâòîðíî äèôåðåíöèðàíå íàðè÷àìå âòîðà ïðîèçâîäíà.

Àêî ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà (c−δ, c+δ), òîãàâà íåéíàòà
ïðîèçâîäíà f

′
ñúùî å ôóíêöèÿ íà x â òàçè îêîëíîñò. Íåêà s(t) å èçìèíàòèÿò ïúò îò äàäåí
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îáåêò çà âðåìå t. Ñêîðîñòòà íà îáåêòà â ìîìåíòà t å v(t) = s
′
(t). Óñêîðåíèåòî íà îáåêòà

â ìîìåíòà t å ïðîèçâîäíàòà íà ñêîðîñòòà v
′
(t) èëè âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà èçìèíàòèÿ ïúò

s
′′
(t).

Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà òðåòà ïðîèçâîäíà, àêî ñúùåñòâóâà âòîðàòà ïðîèçâîäíà â
öÿëà îêîëíîñò íà äàäåíà òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 7.2 Ïðîèçâîäíàòà íà f
′
íà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà x0 íàðè÷àìå âòîðà

ïðîèçâîäíà íà f è áåëåæèì ñ f
′′
(x0) èëè f (2)(x0).

Îïðåäåëåíèå 7.3 Íåêà ñúùåñòâóâà n−1�òà ïðîèçâîäíà f (n−1) íà f â îêîëíîñò íà òî÷-
êàòà x0. Òîãàâà n�òà ïðîèçâîäíà íà f â òî÷êàòà x0 íàðè÷àìå ïðîèçâîäíàòà íà f (n−1) â
òî÷êàòà x0 è áåëåæèì ñ f (n)(x0).

Ïðèìåð 7.18 (ex)(n) = ex.

Ïðèìåð 7.19 (ax)(n) = ax lnn a.

Ïðèìåð 7.20 (xa)(n) = a(a− 1) . . . (a− n+ 1)xa−n.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å àêî a ∈ N òî (xa)(a) = a! è (xa)(n) = 0 çà âñÿêî n > a.

Ïðèìåð 7.21 (lnx)(n) = (−1)(n−1) (n− 1)!

xn
.

Ïðèìåð 7.22 (sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
.

Ïðèìåð 7.23 (cosx)(n) = cos
(
x+

nπ

2

)
.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà âñè÷êèòå ïðèìåðè ñå èçâúðøâà ïî èíäóêöèÿ.

Ïðèìåð 7.24 Äîêàæåòå, ÷å(
1√

1± x

)(n)

=
(−1)n(2n− 1)!!(±1)n

2n(1± x)n
√

1± x
,(30)

êúäåòî (2n− 1)!! =
n∏
k=1

(2k − 1).

Íåêà n = 1. Íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å ôîðìóëà (30) å âÿðíà.
Íåêà ôîðìóëà (30) å âÿðíà çà n = p

(
1√

1± x

)(p)

=
(−1)p(2p− 1)!!(±1)p

2p(1± x)p
√

1± x
.(31)
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Äèôåðåíöèðàìå (31), çà äà ïîêàæåì, ÷å ôîðìóëà (30) å âÿðíà çà n = p+ 1.(
1√

1± x

)(p+1)

=

(
(−1)p(2p− 1)!!(±1)p

2p(1± x)p+
1
2

)′
=

(
(−1)p+1(2p+ 1)!!(±1)p+1

2p+1(1± x)p+1+ 1
2

)
.

Ùå äàäåì åäèí íå òîëêîâà òðèâèàëåí ïðèìåð.

Ïðèìåð 7.25 Äîêàæåòå, ÷å

(arctgx)(n) = (n− 1)!(1 + x2)−
n
2 sin

(
n
(
π

2
+ arctgx

))
.(32)

Îò ñâîéñòâàòà íà òðèãîíîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè è îáðàòíèòå òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè å

èçâåñòíî: àêî y = arctgx, òî x = tg y,
1

1 + x2
=

1

1 + tg2 y
= cos2 y. Òîãàâà ôîðìóëà (32)

ìîæå äà ñå çàïèøè âúâ âèäà

y(n) = (n− 1)! cosn y sin
(
n
(
π

2
+ y

))
.(33)

Ùå äîêàæåì (33) ïî èíäóêöèÿ.
Íåêà n = 1.

y
′
= (arctgx)

′
=

1

1 + x2
= cos2 y = cos y sin

(
π

2
+ y

)
.

Íåêà äîïóñíåì, ÷å ôîðìóëà (33) å âÿðíà çà n = p, ò.å.

y(p) = (p− 1)! cosp y sin
(
p
(
π

2
+ y

))
.(34)

Íåêà ñåãà n = p+ 1. Ùå äîêàæåì, ÷å

y(p+1)(x) = p! cosp+1 y
(

sin
(

(p+ 1)
(
π

2
+ y

)))
Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà (34), êàòî ñúñòàâíà ôóíêöèÿ îò y = y(x) ïîëó÷àâàìå

y(p+1) = (p− 1)!

(
cosp y sin

(
p
(
π

2
+ y

)))
dx

= (p− 1)!

(
cosp y sin

(
p
(
π

2
+ y

)))
dy

dy

dx

= p!
(
− (cosp−1 y) (sin y) sin

(
p
(
π
2

+ y
))

+ (cosp y) cos
(
p
(
π
2

+ y
)))

y
′

= p!
(
(cosp y) cos

(
p
(
π
2

+ y
))
− (cosp−1 y) (sin y) sin

(
p
(
π
2

+ y
)))

cos2(y)

= p! cosp+1
(
(cos y) cos

(
p
(
π
2

+ y
))
− (sin y) sin

(
p
(
π
2

+ y
)))

= p! cosp+1 y
(
cos

(
pπ

2
+ (p+ 1)y

))
= p! cosp+1 y

(
sin

(
(p+ 1)

(
π
2

+ y
)))

,
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êîåòî ïîêàçâà, ÷å (33) å âÿðíî çà n = p+ 1.

Òåîðåìà 7.9 Íåêà ôóíêöèèòå f è g ñà n ïúòè äèôåðåíöèðóåìè è α ∈ R. Òîãàâà

(αf)(n) = αf (n) è (f ± g)(n) = f (n) ± g(n).

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì ôîðìóëàòà (f ± g)(n) = f (n) ± g(n).
Òàçè ôîðìóëà å âÿðíà çà n = 1.
Íåêà äà äîïóñíåì, ÷å å âÿðíà çà n = p, ò.å. (f ± g)(p) = f (p) ± g(p).
Ùå ïîêàæåì, ÷å ôîðìóëàòà å âÿðíà çà n = p+ 1. Íàèñòèíà îò ðàâåíñòâàòà

(f ± g)(p+1) =
(
(f ± g)(p)

)′
=
(
f (p) ± g(p)

)′
=
(
f (p)

)′
±
(
g(p)

)′
= f (p+1) ± g(p+1)

ñëåäâà âåðíîñòòà íà ôîðìóëàòà çà n = p+ 1. �

Òåîðåìà 7.10 (ôîðìóëà íà Ëàéáíèö) Íåêà ôóíêöèèòå f è g èìàò n�òà ïðîèçâîäíà.
Òîãàâà n�òà ïðîèçâîäíà íà f.g å ðàâíà íà

(f.g)(n) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k),(35)

êúäåòî ñìå îçíà÷èëè f = f (0).

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì òåîðåìàòà ïî èíäóêöèÿ.
Íåêà n = 1. Ôîðìóëà (35) å âÿðíà, çàùîòî ñå ïîëó÷àâà ôîðìóëàòà çà ïðîèçâîäíà íà

ïðîèçâåäåíèå

(f.g)
′
= f

′
g + fg

′
=

(
1

0

)
f (1)g(0) +

(
1

1

)
f (0)g(1).

Íåêà ôîðìóëà (35) å âÿðíî çà n = p

(f.g)(p) =
p∑

k=0

(
p

k

)
f (k)g(p−k).(36)

Ùå äîêàæåì, ÷å ôîðìóëà (35) å âÿðíî çà n = p + 1. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà (36)
íàìèðàìå

(f.g)(p+1) =
(
(f.g)(p)

)′
=

( p∑
k=0

(
p

k

)
f (k)g(p−k)

)′
=

p∑
k=0

(
p

k

)(
f (k)g(p−k)

)′
=

p∑
k=0

(
p

k

)(
f (k+1)g(p−k) + f (k)g(p−k+1)

)
= f (0)g(p+1) +

p−1∑
k=1

((
p

k

)
+

(
p

k + 1

))
f (k+1)g(p−k+1) + f (p+1)g(0)

= f (0)g(p+1) +
p−1∑
k=1

(
p+ 1

k + 1

)
f (k+1)g(p−k+1) + f (p+1)g(0)

=
p+1∑
k=0

(
p+ 1

k + 1

)
f (k+1)g(p−k+1),
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êîåòî ïîêàçâà, ÷å ôîðìóëà (35) å âÿðíà çà n = p+ 1. �

Ïðèìåð 7.26 Íàìåðåòå (x2ex)
(n).

Èçïîëçâàéêè îñíîâíèòå ôîðìóëè çà n�òà ïðîèçâîäíà íà åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè çà-
ïèñâàìå (ex)(n) = ex, (x2)

′
= 2x, (x2)

′′
= 2 è (x2)(n) = 0, çà n > 2. Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 7.10

è ïîëó÷àâàìå

(x2ex)
(n)

=
n∑
k=0

(
n

k

)
(x2)(k)(ex)(n−k) =

(
n

0

)
x2ex + 2

(
n

1

)
xex + 2

(
n

2

)
ex

= (x2 + 2nx+ n2 − n)ex.

Ïðèìåð 7.27 Íàìåðåòå (arcsinx)(n).

Çíàåì, ÷å (arcsinx)
′
=

1√
1− x2

=
1√

1− x
· 1√

1 + x
. Òîãàâà îò (35) è (30) ïîëó÷àâàìå

(arcsinx)(n) =
(
(arcsinx)

′
)(n−1)

=

(
1√

1− x
· 1√

1 + x

)(n−1)

=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−1)n−1−k(2(n− 1− k)− 1)!!

2n−1−k(1 + x)n−1−k
√

1 + x

(−1)k(2k − 1)!!(−1)k

2k(1− x)k
√

1− x

=
1

2n−1
√

1− x2

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
(−1)n−1−k(2(n− k)− 3)!!(2k − 1)!!

(1 + x)n−1−k(1− x)k
.

Maple ìîæå äà áúäå èçïîëçâàí è çà ïðåñìÿòàíå íà n�ïðîèçâîäíà. Íàïðèìåð ñúñ ñëåä-
âàùàòà êîìàíäà ïðåñìÿòàìå n�ïðîèçâîäíà íà x2ex.
diff(x2 · exp(x), x$n);
(n2 + (2x− 1)n+ x2)ex

Íåêà äà ñïîìåíåì, ÷å ÷åñòî Maple âðúùà êàòî îòãîâîð ôóíêöèè, êîèòî ñà ðàçëè÷íè
îò åëåìåíòàðíèòå êîìáèíàöèè íà åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, àêî ïîèñêàìå äà

ïðåñìåòíåì n�ïðîèçâîäíà íà
1√

1 + x
ùå ïîëó÷èì îòãîâîð, ðàçëè÷åí îò ôîðìóëà (30).

diff

(
1√

1 + x
, x$n

)
;

expand

(
diff

(
1√

1 + x
, x$n

))
;

pochhammer
(

1

2
− n, n

)
(1 + x)

−
1

2
− n

√
x

Γ
(

1

2
− n

)√
1 + x(1 + x)n
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Ñúùèÿò âèä ðåçóëòàò âðúùà Maple ïðè ïðåñìÿòàíå íà (arctgx)(n).

diff (arctg(x), x$n) ;

1

2
2nMeijerG

(
[[0, 0, 1/2] , []] ,

[
[0],

[
−1

2
+

1

2
n,

1

2
n
]]
, x2

)
x1−n

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå f (n):

à) f(x) =
1√

1− 2x
; á) f(x) =

x
3
√

1 + x
; ã) f(x) = sin2(x);

ä) f(x) = cos2(x); å) f(x) = sin3(x); æ) f(x) = cos3(x);

ç) sin4 x+ cos4 x; è) ex sinx; é) ex cosx; ê)
ex

x
; ë)

lnx

x
.

2) Äîêàæåòå ôîðìóëèòå:

à)

xn−1e

1

x


(n)

=
(−1)ne

1
x

xn+1
; á) (xn lnx)(n) = n!

(
lnx+

n∑
k=1

1

n

)
;

â)
(

sinx

x

)2n

=
(2n)!

x2n+1
(Cn(x) sinx− Sn(x) cosx), êúäåòî

Cn(x) =
n∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
è Sn(x) =

n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
.

3) Äîêàæåòå, ÷å çà ôóíêöèÿòà

f(x) =


e
−

1

x2 , x 6= 0,

0, x = 0

ñúùåñòâóâà f (n) çà âñÿêî n ∈ N.

4) Äîêàæåòå, ÷å çà ôóíêöèÿòà

f(x) =


x2n sin

(
1

x

)
, x 6= 0,

0, x = 0

ñúùåñòâóâà f (n) çà âñÿêî n ∈ N è íå ñúùåñòâóâà f (n+1).
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7.6 Ôîðìóëà íà Òåéëîð

Òåîðåìà 7.11 (ôîðìóëà íà Òåéëîð) Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êà-
òà a ïðîèçâîäíà îò (n+ 1)�âè ðåä, íåêà x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè îêîëíîñò è p > 0
å ïðîèçâîëíî ÷èñëî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ξ ìåæäó x è a, òàêà ÷å å â ñèëà ôîðìóëàòà:

f(x) = f(a) +
n∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a) +Rn+1(x),

êúäåòî

Rn+1(x) =

(
x− a
x− ξ

)p
(x− ξ)n+1

n!p
f (n+1)(ξ).(37)

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å x−a
x−ξ > 0 çà âñÿêî ξ ìåæäó x è a.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ïîëîæèì

ϕa(x) = f(a) +
n∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a)

è äà îçíà÷èì Rn+1(x) = f(x)− ϕa(x).
Íåêà çà îïðåäåëåíîñò ïðèåìåì, ÷å x > a. Ñëó÷àÿò x < a ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî.

Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà:

ψ(t) = f(x)− ϕt(x)− (x− t)p.Q(x),

êúäåòî Q(x) = (x− t)−p.Rn+1(x). Òîãàâà ìîæåì äà ðàçïèøåì

ψ(t) = f(x)− f(t)−
n∑
k=1

(x− t)k

k!
f (k)(t)− (x− t)p.Q(x).(38)

Î÷åâèäíî ψ(a) = ψ(x) = 0 è ôóíêöèÿòà ψ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà Òåîðåìàòà íà Ðîë
è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ξ ∈ (a, x), òàêà ÷å ψ

′
(ξ) = 0.

Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íà (38) ïîëó÷àâàìå

ψ
′
(t) = −f ′(t) +

f
′
(t)

1!
−

n−1∑
k=1

(
−(x− t)k

k!
f (k+1)(t) +

(k + 1)(x− t)k

(k + 1)!
f (k+1)(t)

)

−(x− t)n

n!
f (n+1)(t) + p(x− t)p−1Q(x)

= −n(x− t)n

n!
f (n+1)(t) + p(x− t)p−1Q(x)

è îò óñëîâèåòî ψ
′
(ξ) = 0 ñëåäâà ðàâåíñòâîòî

Q(x) =
n(x− ξ)n−p+1

n!p
f (n+1)(ξ).
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Ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

Rn+1(x) = (x− a)pQ(x) =

(
x− a
x− ξ

)p
x− ξ
n!p

f (n+1)(ξ).

�

Ïðèìåð 7.28 Íåêà P (x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · anxn å àëãáðè÷åí ïîëèíîì. Íàìåðåòå

ðàçëàãàíåòî ìó ïî Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

Îò f (n+1)(x) = 0 ñëåäâà ÷å îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí Rn+1(x) å ðàâåí íà íóëà. Ñëåäîâàòåëíî
ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñå çàïèñâà âúâ âèäà

P (x) = P (a) +
x− a

1!
P
′
(a) +

(x− a)2

2!
P (2)(a) + · · · (x− a)n

n!
P (n)(a).

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å âñåêè ïîëèíîì ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî ïîëèíîì ïî ñòåïåíèòå íà x−a
çà ïðîèçâîëíî a ∈ R. Ïðè a = 0 ïîëó÷àâàìå, ÷å P (k)(0) =

ak
k!
.

Òâúðäåíèå 7.1 Íåêà f å ôóíêöèÿ, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 7.11.
Òîãàâà ïîëèíîìúò

ϕa(x) = f(a) +
n∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a)

å òàêúâ ÷å ϕ(k)
a (a) = f (k)(a) çà âñÿêî k = 0, 1, 2, . . . n, ò.å. ϕa è f çàåäíî ñúñ ïðîèçâîäíèòå

ñè äî ðåä n èìàò åäíàêâè ñòîéíîñòè â òî÷êàòà a.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò äåôèíèöèÿòà íà ϕa. �

Ëåìà 7.2 Àêî ôóíêöèÿòà f : R→ R óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâàòà

f(a) = f
′
(a) = f (2)(a) = . . . f (n)(a) = 0(39)

çà íÿêîå n ∈ N, òîãàâà f(x) = o ((x− a)n).

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå ïðîâåäåì äîêàçàòåëñòâîòî ïî èíäóêöèÿ.
Íåêà n = 1. Òîãàâà f(a) = f

′
(a) = 0. Òðÿáâà äà äîêàæåì: f(x) = o(x− a). Íàèñòèíà,

îò ãðàíèöèòå

lim
x→a

f(x)

x− a
= lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f

′
(a) = 0

ñëåäâà âåðíîñòòà íà Ëåìàòà ïðè n = 1.
Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà âñÿêî n ≤ p.
Ùå äîêàæåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n = p+ 1. Àêî å â ñèëà

f(a) = f
′
(a) = f (2)(a) = . . . f (p+1)(a) = 0,
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òî ñëåäâà, ÷å f
′
óäîâëåòâîðÿâà (39) ñ n = p è ñúãëàñíî èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå

f
′
(x) = o ((x− a)p). Îò Òåîðåìà 6.12 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ξ ìåæäó x è a, òàêà ÷å

f(x) = f(x)−f(a) = f
′
(ξ).(x−a) = o ((ξ − a)p) .(x−a) = o ((x− a)p) .(x−a) = o

(
(x− a)p+1

)
.

�

Ëåìà 7.2 äàâà åäíà îöåíêà çà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí âúâ ôîðìóëàòà íà Òåéëîð Rn+1(x).

Òåîðåìà 7.12 (îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìà íà Ïåàíî) Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà â íÿêîÿ
îêîëíîñò íà òî÷êàòà a ïðîèçâîäíà îò (n + 1)�âè ðåä è x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè
îêîëíîñò. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà:

f(x) = f(a) +
n∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a) + o ((x− a)n) .

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî èìà íåäîñòàòúêà
äà ñå ïðèëàãà ñàìî â áëèçîñò äî òî÷êàòà a. Ùå ïðåîáðàçóâàìå îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí îò (37)
ñ öåë äà ìîæåì äà ïîëó÷èì äðóãè ïðåäñòàâÿíèÿ, ïðè êîèòî ñïîìåíàòèÿ íåäîñòàòúê íà
îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî äà áúäå èçáåãíàò.

Îò òîâà, ÷å òî÷êàòà ξ å ìåæäó òî÷êèòå a è x ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà θ ∈ (0, 1), òàêà
÷å ξ − a = θ(x− a). Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ìîæå äà áúäå çàïèñàíî â åêâèâàëåíòíè ôîðìè
ξ = a+ θ(x− a) èëè (x− ξ) = (x− a)(1− θ) è ìîæåì äà çàïèøåì îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí îò (37)
âúâ âèäà

Rn+1(x) =
(x− a)n+1(1− θ)n−p+1

n!p
f (n+1)(a+ θ(x− a)).(40)

1) Àêî ïîëîæèì p = n+ 1 â (40) ïîëó÷àâàìå îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ëàãðàíæ

Rn+1(x) =
(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a+ θ(x− a)).(41)

2) Àêî ïîëîæèì p = 1 âúâ (40) ïîëó÷àâàìå îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Êîøè

Rn+1(x) =
(x− a)n+1(1− θ)n

n!
f (n+1)(a+ θ(x− a)).(42)

Íåêà äà óòî÷íèì, ÷å ξ, à ñëåäîâàòåëíî è θ çàâèñÿò îò p. Òîãàâà âúâ ôîðìàòà íà
Ëàãðàíæ è íà Êîøè ñòîéíîñòèòå íà θ ñà ðàçëè÷íè.

Àêî èçáåðåì â Òåîðåìà 7.11 òî÷êàòà a = 0, ùå ïîëó÷èì èçâåñòíàòà ôîðìóëà íà
Ìàêëîðåí.

Òåîðåìà 7.13 (ôîðìóëà íà Ìàêëîðåí) Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷-
êàòà 0 ïðîèçâîäíà îò (n + 1)�âè ðåä è x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè îêîëíîñò. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà ξ ìåæäó x è 0, òàêà ÷å å â ñèëà ôîðìóëàòà:

f(x) = f(0) +
n∑
k=1

xk

k!
f (k)(0) +Rn+1(x),

189



êúäåòî îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí èìà âèäà
1) âúâ ôîðìàòà íà Ëàãðàíæ

Rn+1(x) =
xn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(θx), θ ∈ (0, 1);(43)

2) âúâ ôîðìàòà íà Êîøè

Rn+1(x) =
xn+1(1− θ)

n!
f (n+1)(θx), θ ∈ (0, 1);(44)

3) âúâ ôîðìàòà íà Ïåàíî
Rn+1(x) = o(xn).(45)

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò ôóíêöèè, çà êîèòî ìîæåì äà äîêàæåì, ÷å îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí
âúâ ôîðìóëàòà íà Òåéëîð êëîíè êúì íóëà ïðè n → ∞. Àêî òîâà íå å âÿðíî, òî òîãàâà
ôîðìóëàòà íà Òåéëîð íå íè äàâà èíôîðìàöèÿ çà îöåíêà íà ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà â
èçñëåäâàíàòà òî÷êà.Øèðîê êëàñ îò ôóíêöèè, çà êîèòî ìîæåì äà èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà
Ìàêëîðåí å êëàñúò îò ôóíêöèè, çà êîèòî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà M , òàêà ÷å |f (n)(x)| ≤M
çà âñÿêî x îò ìíîæåñòâîòî, â êîåòî èçñëåäâàìå ôóíêöèÿòà.

Òåîðåìà 7.14 Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà 0 ïðîèçâîäíà çà
âñÿêî n ∈ N è x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè îêîëíîñò. Ñúùåñòâóâà M > 0, òàêà ÷å
|f (n)(x)| ≤M çà âñÿêî x îò ðàçãëåæäàíàòà îêîëíîñò. Òîãàâà å â ñèëà ôîðìóëàòà:

f(x) = f(0) +
n∑
k=1

xk

k!
f (k)(0) +Rn+1(x),(46)

êúäåòî çà îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí èìàìå îöåíêàòà

|Rn+1(x)| ≤ |xn+1|
(n+ 1)!

M.(47)

Ñëåäñòâèå 7.8 Íåêà ôóíêöèÿòà f èìà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà 0 ïðîèçâîäíà çà
âñÿêî n ∈ N è x å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò òàçè îêîëíîñò. Ñúùåñòâóâà M > 0, òàêà ÷å
|f (n)(x)| ≤ M çà âñÿêî x îò ðàçãëåæäàíàòà îêîëíîñò. Òîãàâà çà âñÿêî x îò ðàçãëåæäà-
íàòà îêîëíîñò å â ñèëà:

f(x) = lim
n→∞

(
f(0) +

n∑
k=1

xk

k!
f (k)(0)

)
.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Òåîðåìà 7.14 è ãðàíèöàòà

limn→∞
xn

n!
= 0 çà âñÿêî x ∈ R. �
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7.7 Ðàçëàãàíå ïî ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí íà íÿêîè åëåìåíòàðíè ôóíêöèè

Ïðèìåð 7.29 Ðàçëîæåòå ïî ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí ôóíêöèÿòà f(x) = ex è îöåíåòå
îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí îò ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí.

Èçïîëçâàìå (46) è (47). Îò (ex)(n) = ex çà âñÿêî n ∈ N ïîëó÷àâàìå

f(x) = f(0) +
n∑
k=1

xk

k!
f (k)(0) +Rn+1(x) = 1 +

n∑
k=1

xk

k!
+Rn+1(x),

êúäåòî çà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí èìàìå îöåíêàòà

|Rn+1(x)| =
∣∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!
eθx
∣∣∣∣∣ .(48)

Çà âñåêè èíòåðâàë [−a, a] å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!
eθx
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣ an+1

(n+ 1)!
ea
∣∣∣∣∣ è ñëåäî-

âàòåëíî

lim
n→∞

|Rn+1(x)| = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ an+1

(n+ 1)!
ea
∣∣∣∣∣ = 0

çà âñÿêî x ∈ (−a, a).
Ìîæåì äà èçïîëçâàìå êîìàíäàòà taylor(f, x = a, n) â Maple, êîÿòî èçïèñâà ôîðìó-

ëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòà a äî f (n).

taylor(exp(x), x = 0, 6);

taylor(exp(x), x = 1, 6);

1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x5

120
+O

(
x6
)

e+ e(x− 1) +
e(x− 1)2

2
+
e(x− 1)3

6
+
e(x− 1)4

24
+
e(x− 1)5

120
+O

(
(x− 1)6

)
.

Íåäîñòàòúê íà êîìàíäàòà taylor(f, x = a, n) å, ÷å ïîëó÷àâàìå ñàìî ðàçïèñâàíå íà
ôîðìóëàòà íà Òåéëîð, áåç äà ìîæåì äà ÿ èçïîëçâàìå â ñëåäâàùè ïðåñìÿòàíèÿ. Ìîæåì
äà íàïèøåì ôîðìóëàòà íà Òåéëîð è ïî äðóã íà÷èí, òàêà ÷å äà ÿ èçïîëçâàìå è â äðóãè
ïðåñìÿòàíèÿ.

f := x→ exp(x);

a := 1;

sum

(
xk

k!
·D(k)(f)(0), k = 0..5

)
;

sum

(
(x− a)k

k!
·D(k)(f)(a), k = 0..5

)
;
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x→ ex

1

1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+

x5

120

e+ e(x− 1) +
e(x− 1)2

2
+
e(x− 1)3

6
+
e(x− 1)4

24
+
e(x− 1)5

120

Ïðèìåð 7.30 Ïðåñìåòíåòå ñ òî÷íîñò ε = 0.01 ÷èñëàòà e,
√
e è e2.

Òðÿáâà äà îöåíèì îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí Rn+1(x) çà x = 1,
1

2
, 2. Íåêà ðàçãëåäàìå èíòåðâà-

ëèòå x ∈ [−ax, ax], êúäåòî a1 = 2, a1/2 = 1, a2 = 3. Èñêàìå∣∣∣∣∣ an+1
x eax

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ an+1

x 3ax

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ < 0.01.

Ñëåäîâàòåëíî òúðñèì nx, òàêà ÷å

∣∣∣∣∣ 1n1+132

(n1 + 1)!

∣∣∣∣∣ < 0.01;

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(

1

2

)n1/2+1

31

(n1/2 + 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ < 0.01;

∣∣∣∣∣ 2n2+133

(n2 + 1)!

∣∣∣∣∣ < 0.01.

Ñëåä ðåøàâàíå íà ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå n1 = 6, n1/2 = 3 è n2 = 9. Ñëåäîâàòåëíî

e = e1 = 1 +
6∑

k=1

1k

k!
= 2.718055556;

e = e1/2 = 1 +
3∑

k=1

(1/2)k

k!
= 1.645833333;

e = e1 = 1 +
9∑

k=1

2k

k!
= 7.388712522.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å Maple íå äàâà ôóíêöèÿ, êîÿòî äà îïðåäåëÿ êîëêî ñúáèðàåìè
òðÿáâà äà èçïîëçâàìå çà äà ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæåíè ñòîéíîñòè íà ÷èñëà ñ îòíàïðåä çàäà-
äåíà òî÷íîñò ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð. Çàòîâà òðÿáâà äà íàïèøåì ïðîãðàìà,
êîÿòî äà íè äàâà äî êîÿ ïðîèçâîäíà òðÿáâà äà ðàçïèøåì ôîðìóëàòà íà Òåéëîð.

Äåôèíèðàìå â Maple ôóíêöèÿòà íà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí âúâ ôîðìàòà íà Ëàãðàíæ

Rn+1(x) =
xn+1

(n+ 1)!
M çà ôóíêöèÿòà ex.

R := (x, n,M)→ xn+1

(n+ 1)!
·M ;

(x, n,M)→ xn+1

(n+ 1)!
M.
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Èçáèðàìå òî÷êàòà x è a = [x]+1, êúäåòî ÷èñëîòî a îïðåäåëÿ êðàèùàòà íà èíòåðâàëà
[−a, a]. Ïàðàìåòúðúò c = a çàäàâà ñòîéíîñòòà, ïðè êîÿòî ñå ïîëó÷àâà ìàêñèìàëíàòà ñòîé-
íîñò íà f (n+1)(x) = ex â èíòåðâàëà [−a, a]. Äåôèíèðàìå ÷èñëîòî ε, êîåòî äàâà äîïóñòèìàòà
ãðåøêà, ñ êîÿòî èñêàìå äà ïðåñìåòíåì ÷èñëîòî ex.

Äåôèíèðàìå öèêúë, êîéòî äà ïðîâåðÿâà êîãà R(x, n,M) < ε è äà èçâåäå ñòîéíîñòòà
íà ïúðâîòî n, çà êîåòî ñå ïîëó÷àâà ãîðíîòî íåðàâåíñòâî.

Èçáèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî x = 1, x = 1/2 è x = 2.

x := 1 : a := floor(x) + 1 : c := a : M := 3c : ε := 0.01 : R(x, 1,M) :

for i from 1 while R(x, i,M) > ε do

R(x, i,M)

end do :

i;R(x, i,M);

6
0.001785714286

Èçâúðøâàìå ñúùèòå ïðåñìÿòàíèÿ çà x =
1

2
è x = 2.

x :=
1

2
: a := floor(x) + 1 : c := a : M = 3c : ε := 0.01 : R(x, 1,M) :

for i from 1 while R(x, i, c, e) > ε do

R(x, i,M)

end do :

i;R(x, i,M);

3
0.007812500000

x := 2 : a := floor(x) + 1 : c := a : M := 3c : ε := 0.01 : R(x, 1,M) :

for i from 1 while R(x, i,M) > ε do

R(x, i,M)

end do :

i;R(x, i,M);

9
0.007619047619

Àêî ïîèñêàìå äà ïðåñìåòíåì e10 ñ òî÷íîñò ε = 0.01, òîãàâà n10 = 38.
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x := 11 : a := floor(x) + 10 : c := a : M := 3c : ε := 0.01 : R(x, 1,M) :

for i from 1 while R(x, i,M) > ε do

R(x, i,M)

end do :

i;R(x, i,M);

38
0.008684578100

Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà, êîÿòî çàäàâà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèÿòà ex

g := (x, n)→ sum

(
xk

k!
, k = 0..n

)
;

(x, n)→
n∑
k=0

xk

k!

Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå e,
√
e, e2 è e10 ñ ôóíêöèÿòà g(x, n), êúäåòî x = 1,

1

2
, 2, 10, à

n = 6, 3, 9, 38.

evalf(g(1, 6)); evalf
(
g
(

1

2
, 3
))

;

evalf(g(2, 9)); evalf(g(10, 38));

2.718055556
1.645833333
7.388712522
22026.46579.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å â äåéñòâèòåëíîñò ïîëó÷àâàìå ÷èñëàòà ñ ìíîãî ïî�ãîëÿìà òî÷íîñò
îò çàäàäåíàòà, çàùîòî ïðè ðåøàâàíå íà íåðàâåíñòâîòî Rn+1(x) < ε ïðàâèì îöåíêà íà
îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí îòãîðå ïðåäè äà ðåøèì íåðàâåíñòâîòî.
evalf(exp(1)− g(1, 9));
0.000226272,
ò.å. ïîëó÷àâàìå e ñ òî÷íîñò ε = 0, 001.

Ïðèìåð 7.31 Ðàçëîæåòå ïî ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí ôóíêöèÿòà f(x) = sinx è îöåíåòå
îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí ïî ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí.

Èçïîëçâàìå (46) è (47). Îò (sinx)(n) = sin
(
x+ n

π

2

)
çà âñÿêî n ∈ N è

f (n)(0) =

{
0, n = 2k;

(−1)
n−1

2 , n = 2k + 1

ïîëó÷àâàìå

f(x) = f(0) +
n∑
k=1

xk

k!
f (k)(0) +Rn+1(x) =

n∑
k=1

x2k−1

(2k − 1)!
+R2n+1(x),
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êúäåòî çà îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí èìàìå îöåíêàòà

|R2n+1(x)| =
∣∣∣∣∣ x2n+1

(2n+ 1)!
sin

(
θx+ (2n+ 1)

π

2

)∣∣∣∣∣ .(49)

Çà âñåêè èíòåðâàë [−a, a] å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣ x2n+1

(2n+ 1)!
sin

(
θx+ (2n+ 1)

π

2

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ an+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣
è ñëåäîâàòåëíî

lim
n→∞

|Rn+1(x)| ≤ lim
n→∞

∣∣∣∣∣ an+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣ = 0

çà âñÿêî x ∈ (−a, a).
taylor(sin(x), x = 0, 8);

x− x3

6
+

x5

120
− x7

5040
+O(x8).

Ïðèìåð 7.32 Ïðåñìåòíåòå ñ òî÷íîñò ε = 0.01 ÷èñëàòà sin 1, sin(10) è sin(1◦).

Íåêà ïúðâî äà ïðèïîìíèì, ÷å âèíàãè òðÿáâà äà ïðåîáðàçóâàìå ãðàäóñèòå â ðàäèàíè,
ò.å. ðåàëíè ÷èñëà. Òîãàâà 1◦ =

π

180
. Òðÿáâà äà îöåíèì îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí R2n+1(x) çà x =

1, 10,
π

180
. Äà ðàçãëåäàìå èíòåðâàëèòå x ∈ [−ax, ax], êúäåòî a1 = 2, a π

180
= 1, a10 = 11.

Èñêàìå ∣∣∣∣∣ a2n+1
x

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ a2n+1

x

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣ < 0.01.

Ñëåäîâàòåëíî òúðñèì nx, òàêà ÷å

∣∣∣∣∣ 12n1+1

(2n1 + 1)!

∣∣∣∣∣ < 0.01;

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
π

180

)2n π
180

+1

(2n π
180

+ 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ < 0.01;

∣∣∣∣∣ 102n10+1

(2n10 + 1)!

∣∣∣∣∣ < 0.01.

Ñëåä ðåøàâàíå íà ãîðíèòå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå n1 = 3, n π
180

= 1 è n10 = 29. Ñëåäîâà-
òåëíî

sin 1 = 1− 1

3!
+

1

5!
− 1

7!
= 0.8414682540;

sin 1◦ = 1− 1

3!
= 0.01745240642;

sin(10) = 1 +
29∑
k=1

(−1)k102k+1

2k + 1!
= −.5440211109.
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Ðåàëèçèðàíåòî íà ïðåñìÿòàíèÿòà â Maple çà sinx å àíàëîãè÷íî íà òîâà çà ex.

R := (x, n,M)→ x2·n+1

(2 · n+ 1)!
·M ;

(x, n,M)→ x2n+1

(2n+ 1)!
M.

Äåôèíèðàìå öèêúë, êîéòî äà ïðîâåðÿâà, êîãà R(x, n,M) < ε è äà èçâåäå ñòîéíîñò-
òà íà ïúðâîòî n, çà êîåòî ñå ïîëó÷àâà ãîðíîòî íåðàâåíñòâî. Èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî
M = sup{f (n)(x) : x ∈ R} = sup{sin(n)(x) : x ∈ R} = 1.
x := 1 : a := floor(x) + 1 : c := a : M := 1 : ε := 0.01 : R(x, 0,M) :

for i from 1 while R(x, i,M) > ε do

R(x, i,M) :

end do :

2 · i− 1;

3

Èçâúðøâàìå ñúùèòå ïðåñìÿòàíèÿ çà x =
π

180
è x = 10.

x :=
π

180
: a := floor(x) + 1 : c := a : M = 1 : ε := 0.01 : R(x, 0,M) :

for i from 1 while R(x, i,M) > ε do

R(x, i,M) :

end do :

2 · i− 1;

1

x := 10 : a := floor(x) + 1 : c := a : M := 1 : ε := 0.01 : R(x, 0,M) :

for i from 1 while R(x, i,M) > ε do

R(x, i,M) :

end do :

2 · i+ 1;

29
Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà, êîÿòî çàäàâà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèÿòà sinx.

h := (x, n)→ sum

(
(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
, k = 0..n

)
;
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(x, n)→ ∑n
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå sin 1, sin 1◦ = sin
(
π

180

)
è sin 10.

evalf(h(1, 3)); evalf
(
h
(
π

180
, 1
))

; evalf(g(10, 29));

0.8414682540
0.01745240642
−.5440211109.

Íà Ôèã. 96 èçîáðàçÿâàìå íÿêîëêî ïðèáëèæåíèÿ ñ ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí çà ôóíê-
öèÿòà sinx. Âèæäà ñå, ÷å â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë sinx è h(x, 21) ñå ïðåïîêðèâàò, êîåòî

Ôèãóðà 96: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå sinx è h(x, n)

îçíà÷àâà, ÷å h(x, 21) äàâà ìíîãî äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ôóíêöèÿòà sinx â èíòåðâàëà [0, 10].
Íà Ôèã. 97 èçîáðàçÿâàìå h(x, 21) è sinx. Âèæäà ñå, ÷å çà x > 16 äâåòå ôóíêöèè çàïî÷âàò
äà ñå ðàçëè÷àâàò ñúùåñòâåíî. Íàèñòèíà, êàêâîòî è n ∈ N äà èçáåðåì, ñëåä êàòî ãî ôèêñè-

ðàìå ìîæåì äà èçáåðåì òîëêîâà ãîëÿìî x ∈ R, ÷å R2n+1(x) =
x2n+1

(2n+ 1)!
äà ñòàíå ïî�ãîëÿìî

îò âñÿêî îòíàïðåä èçáðàíî ÷èñëî.
Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð âúâ âèäà íà Ìàêëîðåí çà ôóíêöèÿòà f(x) = cos x â ïðîèçâîëåí

èíòåðâàë [−a, a] å

cosx =
n∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+R2n+2,

êúäåòî |R2n+2| ≤
a2n+2

(2n+ 2)!
.

Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð âúâ âèäà íà Ìàêëîðåí çà ôóíêöèÿòà f(x) = ln(1 + x) â ïðîèç-
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Ôèãóðà 97: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå sinx è h(x, n)

âîëåí èíòåðâàë (−1, 1] å

ln(1 + x) =
n∑
k=1

(−1)k+1xk

k
+Rn+1,(50)

êúäåòî |Rn+1(x)| < 1

n+ 1
çà x ∈ [0, 1] è |Rn+1(x)| < rn+1

1− r
, çà −1 < r ≤ x ≤ 0.

Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð âúâ âèäà íà Ìàêëîðåí çà ôóíêöèÿòà f(x) = (1 + x)α, α ∈ R è
x > −1 å

(1 + x)α =
n∑
k=0

(
α

k

)
xn +Rn+1,

êúäåòî Rn+1(x) =
α(α− 1) . . . (α− n)

(n+ 1)!
(1 + θx)α−n−1xn+1 è

(
α
k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
.

Ïðè α = n ∈ N ëåñíî ñå ïîëó÷àâà ôîðìóëàòà çà Íþòîíîâèÿ áèíîì.
Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð âúâ âèäà íà Ìàêëîðåí çà f(x) = arctgx, −1 ≤ x ≤ 1 å

arctgx =
n∑
k=1

(−1)k+1x2k−1

2k − 1
+R2n+1,

êúäåòî |R2n+1(x)| ≤ a2n+1

2n+ 1
çà âñÿêî −1 ≤ −a ≤ x ≤ a ≤ 1.

Ùå ïîêàæåì, ÷å âúïðåêè, ÷å ôîðìóëàòà íà Òåéëîð çà ôóíêöèèòå ln(1 + x) è arctgx
èìà îñòúòú÷åí ÷ëåí êëîíÿù êúì íóëà ñàìî çà |x| ≤ 1, òî ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå lnx è
arctgx ñ ïðîèçâîëíî çàäàäåíà òî÷íîñò çà âñÿêî x ∈ R.

198



Äà ïðåñìåòíåì ln a, êúäåòî a > 0. Âñÿêî a > 0 ñå ïðåäñòàâÿ ïî åäèíñòâåí íà÷èí âúâ

âèäà a = 2pM , êúäåòî M ∈
[
1

2
, 1
]
. Ñëåäîâàòåëíî ln a = ln(2pM) = p ln 2 + lnM . Îò (50)

ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà ïðåñìÿòàìå ln a ïî ôîðìóëàòà

ln a = p

(
n∑
k=1

(−1)k+1

k

)
+

(
n∑
k=1

(−1)k+1Mk

k

)
+Rn+1(x),

êúäåòî |Rn+1(x)| ≤ 2

n+ 1
.

Âúçìîæíî å ÷ðåç äîïúëíèòåëíè ïðåîáðàçîâàíèÿ äà íàìàëèì ñúùåñòâåíî ñòîéíîñòòà

íà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí Rn+1. Íåêà äà ïîëîæèì x =
M
√

2− 1

M
√

2 + 1
. Òîãàâà |x| < 0.172, M =

1 + x√
2(1− x)

è

ln a = p ln 2 + ln
1 + x√
2(1− x)

=
(
p− 1

2

)
ln 2 + ln

(
1 + x

1− x

)
.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí çà ln
(

1 + x

1− x

)
å

ln
(

1 + x

1− x

)
=

n∑
k=1

2x2k−1

2k − 1
+R2n+1(x),

êúäåòî

R2n+1(x) =
x2n+1

2n+ 1

(
1

(1 + θx)2n+1
+

1

(1− θx)2n+1

)

≤ (0, 172)2n+1

2n+ 1

(
1 + (0, 828)2n+1

)
=

1

2n+ 1

(
(0, 172)2n+1 + (0, 208)2n+1

)
< 2.(0, 208)2n+1.

(51)

Âåäíàãà ñå çàáåëÿçâà, ÷å àêî èñêàìå äà ïðåñìåòíåì ñ òî÷íîñò 0, 0001, òî ñïîðåä (50)
òðÿáâà äà âçåìåì

ln a = p ln 2 +

(
100000∑
k=1

(−1)k+1Mk

k

)
,

äîêàòî ñïîðåä (51) å äîñòàòú÷íî äà ïðåñìåòíåì

ln a = p ln 2 +
5∑

k=1

2x2k−1

2k − 1
,

êúäåòî ðàçáèðà ñå x =
M
√

2− 1

M
√

2 + 1
è ïðèåìàìå, ÷å ln 2 ñìå ãî ïðåñìåòíàëè ñúñ çàäàäåíàòà

òî÷íîñò.
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Çàäà÷è:

1) Ðàçëîæåòå äî x10 ïî ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí ôóíêöèèòå:

à) f(x) =
1 + x+ x2

1− x+ x2
; á) f(x) =

(1 + x)100

(1− 2x)40(1 + 2x)60
; â) f(x) = m

√
am + x;

ã)
√

1− 2x+ x3 − 3
√

1− 3x+ x; ä) f(x) = e2x−x2
; å) f(x) =

x

ex − 1
;

æ) f(x) = 3

√
sin(x3); ç) f(x) = ln(cos x); è) f(x) = sin(sin x).

2) Ðàçëîæåòå äî x10 ïî ôîðìóëàòà íà Òåéëîð îêîëî òî÷êàòà x = a ôóíêöèèòå:

à) f(x) =
√
x, x = 1; á) f(x) = xx − 1, x = 1; â) f(x) = x6 + 3x4 − 2x3 + x2, x = 1;

ã) f(x) = x6 + 3x4 − 2x3 + x2, x = 2; ä) f(x) = sin2 x− x2e−x, x = 0;

å) f(x) = arctg(x), x = 1.

3) Ïðåñìåòíåòå ïðèáëèæåíî ñ òî÷íîñò ε:

à) 3
√

30, ε = 0, 1, ε = 0, 001; á) 5
√

250, ε = 0, 1, ε = 0, 001; â) sin(18◦), ε = 0, 1, ε = 0, 001;

ã) ln 12, ε = 0, 1, ε = 0, 001; ä) arctg(0.35), ε = 0, 1, ε = 0, 001; å)
√

ln(3), ε = 0, 1, ε = 0, 001.

7.8 Ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

Ôîðìóëàòà íà Òåéëîð�Ìàêëîðåí å ìîùåí àïàðàò çà ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè. Íàìåðåíèòå
ðàçëàãàíèÿ íà ôóíêöèè ñ ôîðìóëàòà íà Ìàêëîðåí â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x = 0 õàðàêòåðè-
çèðàò ïîâåäåíèåòî èì â îêîëíîñò íà íóëàòà ñ ïðîèçâîëíî èçáðàíà òî÷íîñò. Ùå èçïîëçâàìå
ôîðìóëèòå íà Ìàêëîðåí çà îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí âúâ ôîð-
ìàòà íà Ïåàíî çà ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè.

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn),

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2),

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n+ 1)!
+ o(x2n+1),

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n

xn

n
+ o(xn),

(1+x)α = 1+
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + · · ·+ α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn+o(xn),

arctgx = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ o(x2n+2).
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Ïðèìåð 7.33 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

sinx− x
x3

.

Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî sinx = x− x3

3!
+ o(x4) è ïîëó÷àâàìå

lim
x→0

sinx− x
x3

= lim
x→0

x− x3

3!
+ o(x4)− x
x3

= lim
x→0

−x3

3!
+ o(x4)

x3
= lim

x→0

(
− 1

3!
+ o(x)

)
= − 1

3!
.

Ïðèìåð 7.34 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

e−
x2

2 − cosx

x3 sinx
.

Îò çíàìåíàòåëÿ ñúîáðàçÿâàìå, ÷å îïðåäåëÿùà ðîëÿ áè òðÿáâàëî äà èãðàÿò ñúáèðàå-
ìèòå â êîèòî ó÷àñòâà x4. Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî sinx = x + o(x), x3 sinx = x4 + o(x4),

cosx = 1 − x2

2!
+
x4

4!
+ o(x5), et = 1 + t + t2

2!
+ o(t2). Çàìåñòâàìå t = −x2

2
è ïîëó÷àâàìå

e−
x2

2 = 1− x2

2
+ x4

8
+ o(x4). Ñåãà ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ãðàíèöàòà

lim
x→0

e−
x2

2 − cosx

x3 sinx
= lim

x→0

1− x2

2
+
x4

8
+ o(x4)− 1 +

x2

2
− x4

24
+ o(x5)

x4 + o(x4)

= lim
x→0

x4
(

1
12

+ o(x4)
x4

)
x4
(
1 + o(x4)

x4

) =
1

12
.

Ïðèìåð 7.35 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

(
cosx+

x2

2

) 1

x(sinx− x) .

Ùå ïðåñìåòíåì ãðàíèöàòà êàòî èçïîëçâàìå ïðåîáðàçîâàíèåòî ab = eb ln a. Ñëåäîâà-
òåëíî òúðñèì ãðàíèöàòà

lim
x→0

1

x(sinx− x)
ln

(
cosx+

x2

2

)
= lim

x→0

ln

(
cosx+

x2

2

)
x(sinx− x)

.

Îò çíàìåíàòåëÿ ñúîáðàçÿâàìå, ÷å îïðåäåëÿùà ðîëÿ áè òðÿáâàëî äà èãðàÿò ñúáèðàåìèòå â

êîèòî ó÷àñòâà x4. Èçïîëçâàìå ïðåäñòàâÿíåòî sinx = x− x
3

3!
+o(x4) è ïîëó÷àâàìå îöåíêà íà

çíàìåíàòåëÿ x(sinx−x) = x

(
x− x3

3!
+ o(x4)− x

)
= −x

4

3!
+o(x5). Çà ÷èñëèòåëÿ èçïîëçâàìå

ïðåäñòàâÿíåòî cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ o(x5) è çàìåñòâàìå â ln

(
cosx+

x2

2

)
. Ïîëó÷àâàìå, ÷å

ln

(
cosx+

x2

2

)
= ln

(
1 +

x4

4!
+ o(x5)

)
. Îò ln(1+t) = t+o(t) ñëåä çàìåñòâàíå íà t =

x4

4!
+o(x5)
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ïîëó÷àâàìå ln

(
1 +

x4

4!
+ o(x5)

)
=
x4

4!
+ o(x5) + o

(
x4

4!
+ o(x5)

)
=
x4

4!
+ o(x4). Ïðåñìÿòàìå

ãðàíèöàòà

lim
x→0

ln

(
cosx+

x3

2

)
x(sinx− x)

= lim
x→0

x4

4!
+ o(x4)

−x
4

3!
+ o(x5)

= lim
x→0

x4
(

1
24

+ o(x4)
x4

)
x4

(
−1

6
+
o(x5)

x4

) = −1

4
.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà ex ñëåäâà

lim
x→0

(
cosx+

x3

2

) 1

x(sinx− x)
= e

−
1

4 .

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→0

1−
√

1 + x2 cosx

tg4 x
; á) lim

x→0

3
√

1 + 3x−
√

1 + 2x

x2
;

â) lim
x→0

ex sinx− x(1 + x)

x3
; ã) lim

x→0

1− (cosx)sinx

x3
.

2) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→+∞

√
x3
(√

x+ 1 +
√
x− 1− 2

√
x
)
; á) lim

x→+∞

(
6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

)
;

â) lim
x→+∞

((
x3 − x2 +

x

2

)
e

1
x −
√
x6 + 1

)
; ã) lim

x→+∞

(
x− x2 ln

(
1 +

1

x

))
;

7.9 Ëîêàëíè åêñòðåìóìè

Ôèãóðà 98: Ãðàôèêà íà ôóíêöè-
ÿòà C(t) = 2(e−3t − e−4t)

Ñúùåñòâåí ìîìåíò ïðè èçñëåäâàíå íà ðàçëè÷íè ñâîéñò-
âà íà ìîäåëè îò æèâîòà å óñòàíîâÿâàíåòî íà åêñòðåìàë-
íèòå ñâîéñòâà. Íàïðèìåð ìîäåë, îïèñâàù êîíöåíòðàöè-
ÿòà íà ëåêàðñòâî â êðúâòà çà âðåìå t ñëåä ïðèåìà íà ëå-
êàðñòâîòî, ñå çàäàâà ñ ôóíêöèÿòà C(t) = 2(e−3t − e−4t).
Íàìåðåòå ìîìåíòà, â êîéòî êîíöåíòðàöèÿòà íà ëåêàðñò-
âî å íàé�ãîëÿìà. Ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà C(t) íà Ôèã.
98 ïîêàçâà, ÷å òî÷êà ñ òîâà ñâîéñòâî ñúùåñòâóâà.

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ðàçðàáîòèì òåõíèêà çà íàìè-
ðàíå íà òàêèâà åêñòðåìàëíè òî÷êè çà ôóíêöèè, êîèòî
èìàò ïðîèçâîäíè â öåëèÿ èíòåðâàë, èëè òî÷êèòå, â êîè-
òî íÿìàò ïðîèçâîäíè, ñà èçîëèðàíè.
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Îïðåäåëåíèå 7.4 1) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : D ⊂ R → R èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â
òî÷êàòà c ∈ D, àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å f(c) ≥ f(x) çà âñÿêî x ∈ (c− δ, c+ δ) ⊂ D.
2) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : D ⊂ R → R èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà c ∈ D, àêî
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å f(c) ≤ f(x) çà âñÿêî x ∈ (c− δ, c+ δ) ⊂ D.

Ôèãóðà 99: Ëîêàëåí ìàêñèìóì è ëîêàëåí ìèíèìóì íà ôóíêöèÿ

Ôóíêöèÿòà îò Ôèã. 99 èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êèòå b è d è ëîêàëåí ìèíèìóì â
òî÷êèòå a è c.

Ïðèìåð 7.36 Ôóíêöèÿòà f(x) = cosx èìà áåçáðîé ìíîãî ëîêàëíè ìàêñèìóìè, çàùîòî
cos(2nπ) = 1 çà âñÿêî n ∈ Z è −1 ≤ cosx ≤ 1 çà âñÿêî x ∈ R. Òÿ èìà è áåçáðîé ìíîãî
ëîêàëíè ìèíèìóìè, çàùîòî cos((2n+ 1)π) = −1 çà âñÿêî n ∈ Z (Ôèã. 100).

Ôèãóðà 100: Ëîêàëåí ìàêñèìóì è ëîêàëåí ìèíèìóì íà ôóíêöèÿòà cosx

Ïðèìåð 7.37 Ôóíêöèÿòà f(x) = x2 èìà åäèíñòâåí ëîêàëåí ìèíèìóì, çàùîòî f(x) =
x2 ≥ 0 = f(0) (Ôèã. 101). Ôóíêöèÿòà f(x) = x3 íÿìà íèòî ëîêàëåí ìèíèìóì, íèòî
ëîêàëåí ìàêñèìóì.
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Ôèãóðà 101: Ãðàôèêà íà ôóíêöèèòå x2 è x3

Îïðåäåëåíèå 7.5 Àêî â òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì èëè ëîêàëåí
ìèíèìóì, êàçâàìå, ÷å â òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà f èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

Îò Òåîðåìà 6.9 çíàåì, ÷å àêî äèôåðåíöèðóåìàòà ôóíêöèÿ f èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì
â òî÷êàòà x0, òî f

′
(x0) = 0. Êàêòî ñå âèæäà îò ïðèìåðà f(x) = x3, òîâà íå å äîñòàòú÷íî

óñëîâèå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì, çàùîòî f
′
(x) = 3x2 å ðàâíî íà íóëà ïðè x = 0, íî ôóíêöèÿòà

x3 íÿìà ëîêàëåí åêñðåìóì â òî÷êàòà x = 0.

Îïðåäåëåíèå 7.6 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x0 å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà f , àêî
f
′
(x0) = 0.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.9 âñÿêà ñòàöèîíàðíà òî÷êà å òî÷êà íà âúçìîæåí åêñòðåìóì. Çà
äà ìîæåì äà íàïðàâèì çàêëþ÷åíèåòî, ÷å äàäåíà ñòàöèîíàðíà òî÷êà å òî÷êà íà ëîêàëåí
åêñòðåìóì å íåîáõîäèìà äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ çà ôóíêöèÿòà è ïðîèçâîäíàòà �è.

Òåîðåìà 7.15 Íåêà ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà íàâñÿêúäå â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
x0 è òî÷êàòà x0 å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà f . Òîãàâà
1) àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f

′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0) è f

′
(x0) < 0 çà âñÿêî

x ∈ (x0, c+ δ), òî f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0;
2) àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f

′
(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0) è f

′
(x) > 0 çà âñÿêî

x ∈ (x0, x0 + δ), òî f èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x0;
3) àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f

′
(x) èìà åäèí è ñúùè çíàê â èíòåðâàëèòå (x0− δ, x0)

è x ∈ (x0, x0 + δ), òî f íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà x0.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f
′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (x0−δ, x0), òîãàâà

ñà èçïúëíåíè âñè÷êè óñëîâèÿ íà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà èíòåðâàëà [x, x0]. Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà ξ ∈ (x, x0), òàêà ÷å

f(x0)− f(x) = (x0 − x)f
′
(ξ) > 0.
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Àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f
′
(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (x0, x0 + δ), òîãàâà ñà èçïúëíåíè

âñè÷êè óñëîâèÿ íà òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ çà èíòåðâàëà [x0, x]. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
ξ ∈ (x0, x), òàêà ÷å

f(x0)− f(x) = (x0 − x)f
′
(ξ) > 0.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà 2) å àíàëîãè÷íî.
3) Íåêà çà îïðåäåëåíîñò äà ñ÷èòàìå, ÷å f

′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (x0−δ, x0)∪ (x0, x0 +δ).

Çà âñåêè äâå x1, x2: x0 − δ < x1 < x0 < x2 < x0 + δ ïîâòàðÿéêè ðàñúæäåíèÿòà îò 1)
ïîëó÷àâàìå f(x1) < f(x0) < f(x2). �

Ïðèìåð 7.38 Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà f(x) = 2x3−9x2+12x+1.

Ñëåä äèôåðåíöèðàíå íàìèðàìå f
′
(x) = 6(x2 − 3x + 2). Îïðåäåëÿìå ñòàöèîíàðíèòå

òî÷êè x1 = 1 è x2 = 2 çà f , ðåøàâàéêè óðàâíåíèåòî f
′
= x2−3x+2 = 0. Âåäíàãà ñå ñúîáðà-

çÿâà, ÷å f
′
(x) > 0 çà x ∈ (−∞, 1)∪ (2,+∞) è f

′
(x) < 0 çà x ∈ (1, 2). Ñëåäîâàòåëíî òî÷êàòà

x1 = 1 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì, à òî÷êàòà x2 = 2 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì. Çà
ïî�ëåñíî îïðåäåëÿíå íà òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì è òåõíèÿ âèä èçïîëçâàìå òàáëèöà:

x −∞ 1 2 +∞
f ↗ ↘ ↗
f
′

+ 0 − 0 +

Èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî ↗, êîãàòî ôóíêöèÿòà å ðàñòÿùà è ↘, êîãàòî ôóíêöèÿòà å
íàìàëÿâàùà. Èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî +, êîãàòî ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà å ïîëîæè-
òåëíà è −, êîãàòî ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà å îòðèöàòåëíà.

Ôèãóðà 102: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x+ 1

Ïðèìåð 7.39 Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà f(x) = (x+ 2)2(x− 1)3.
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Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå f
′
(x) = (x+2)(5x+4)(x−1)2. Íàìèðàìå ñòàöèîíàð-

íèòå òî÷êè çà f , êàòî ðåøèì óðàâíåíèåòî f
′
(x) = (x+2)(5x+4)(x−1)2 = 0. Ñëåäîâàòåëíî

òî÷êèòå x1 = −2 è x2 = −4

5
è x3 = 1 ñà ñòàöèîíàðíè. Â òîçè ñëó÷àé å ïî�òðóäíî äà ñå

ñúîáðàçÿò çíàöèòå íà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà â ðàçëè÷íèòå èíòåðâàëè. Èçïîëçâàìå, ÷å f
′
å

íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî å íóëà ñàìî â íàìåðåíèòå ñòàöèîíàðíè òî÷êè. Ñëåäîâàòåë-
íî çà âñåêè åäèí èíòåðâàë ñ êðàèùà ñòàöèîíàðíè òî÷êè èëè áåçêðàéíîñò f ′ ùå èìà åäèí
è ñúùè çíàê. Ïðåñìÿòàìå f

′
â ïðîèçâîëíà âúòðåøíà òî÷êà çà òåçè èíòåðâàëè è íåéíèÿò

çíàê îïðåäåëÿ çíàêà çà öåëèÿ èíòåðâàë. Ïðåñìÿòàìå f
′
(2) > 0, f

′
(0) > 0, f

′
(−1) < 0 è

f
′
(−3) > 0. Ïîïúëâàìå òàáëèöàòà:

x −∞ −2 −4

5
1 +∞

f ↗ ↘ ↗ ↗
f
′

+ 0 − 0 + 0 +

è ïîëó÷àâàìå, ÷å òî÷êàòà x1 = −2 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì, òî÷êàòà x2 = −4

5
å òî÷êà

íà ëîêàëåí ìèíèìóì, à òî÷êàòà x3 = 1 íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.
Âñè÷êè òåçè ïðîâåðêè ìîãàò äà áúäàò íàïðàâåí è â Maple. Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî

Ïðèìåðè 7.38 è 7.39.
Êîìàíäàòà extrema(f(x), îãðàíè÷åíèÿ, ïðîìåíëèâè,′ s′) ðåøàâà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à

çà íàìèðàíå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà ôóíêöèÿòà f . Çà îãðàíè÷åíèå çàïèñâàìå {}, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å íÿìà îãðàíè÷åíèÿ.Maple ïðèñâîÿâà â s ñòîéíîñòèòå íà ïðîìåíëèâàòà, â êîèòî
èìà âúçìîæíîñò f äà èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

extrema(1 + 12 · x− 9 · x2 + 2 · x3, {}, {x},′ s′);
{5, 6}
s;

{{x = 1}, {x = 2}}
extrema((x+ 2)2 · (x− 1)3, {}, {x},′ s′);{

0,
−26244

3125

}
s;{
{x = −2}, {x = 1},

{
x =
−4

5

}}
Çàáåëÿçâàìå, ÷å Maple âðúùà êàòî îòãîâîð ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà è òî÷êèòå, â

êîèòî ñà ïîëó÷àâàò ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè, íî íå ìîæå äà îïðåäåëè âèäà íà ëîêàëíèÿ åê-
ñòðåìóì. Çà öåëòà äà èçïîëçâàìå ôóíêöèÿòà minimize(f, x = a..b, location) çà íàìèðàíå
íà ìèíèìóì èëè maximize(f, x = a..b, location) çà íàìèðàíå íà ìàêñèìóì. Âåäíúæ ëîêà-
ëèçèðàëè òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, ñòàðòèðàìå
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minimize(1 + 12 · x− 9 · x2 + 2 · x3, x = 0..1.5, location);

1., [x = 0., 1.]

Ïîëó÷åíèÿò îòãîâîð çà ìèíèìóì ïðè x = 0, ïîêàçâà, ÷å â òî÷êàòà x = 1, íÿìà ëîêàëåí
ìèíèìóì. Òîãàâà ïðîâåðÿâàìå çà ìàêñèìóì.
maximize(1 + 12 · x− 9 · x2 + 2 · x3, x = 0..1.5, location);

6., [x = 1., 6.]

Ñëåäîâàòåëíî â òî÷êàòà x = 1 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì ñúñ ñòîéíîñò 6.
Ìîæåì äà íå èçïîëçâàìå âãðàäåíàòà ïðîöåäóðà â Maple çà íàìèðàíå íà åêñòðåìàëíè

ñòîéíîñòè, à äà íàïèøåì ïîñëåäîâàòåëíîñòòà îò äåéñòâèÿ, êîèòî ðåøàâàò ïðîáëåìà çà íà-
ìèðàíå íà åêñòðåìàëíè ñòîéíîñòè çà ôóíêöèÿ, êîÿòî å äèôåðåíöèðóåìà â öåëèÿ èçñëåäâàí
èíòåðâàë.

f := x→ 1 + 12 · x− 9 · x2 + 2 · x3;
f1 := D(f);
solve(f1(x) = x);
solve(f1(x) > 0, x);
solve(f1(x) < 0, x)

x→ 1 + 12 · x− 9 · x2 + 2 · x3

x→ 12− 18 · x+ 6 · x2

2, 1;
RealRange(−∞, Open(1)), RealRange(Open(2),∞)
RealRange(Open(1), Open(2))

f := x→ (x+ 2)2 · (x− 1)3;
f1 := D(f);
solve(f1(x) = x);
solve(f1(x) > 0, x);
solve(f1(x) < 0, x)

x→ (x+ 2)2 · (x− 1)3

x→ (2(x+ 2))(x− 1)3 + 3(x+ 2)2(x− 1)2

1, 1,−2,
−4

5
;

RealRange(−∞, Open(−2)), RealRange
(
Open

(
−4

5

)
, Open(1)

)
, RealRange(Open(1),∞)

RealRange
(
Open(1), Open

(
−4

5

))
Àêî ïîèñêàìå äà ðåøèì íåðàâåíñòâàòà f1(x) ≥ 0, òîãàâà òî÷êàòà 1 ùå ïðèíàäëåæè íà
ðåøåíèåòî.

Òåîðåìà 7.16 Íåêà ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà íàâñÿêúäå â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
x0 è èìà êðàéíà âòîðà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è òî÷êàòà x0 å ñòàöèîíàðíà òî÷êà çà
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f . Òîãàâà
1) àêî f

′′
(x0) > 0, òî f èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x0;

2) àêî f
′′
(x0) < 0, òî f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Îò óñëîâèåòî f
′′
(x0) > 0 ñëåäâà ÷å ôóíêöèÿòà f

′
å ðàñòÿùà â òî÷êàòà

x0 è îò f
′
(x0) = 0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, êúäåòî f

′
å îòðèöàòåëíà

îòëÿâî íà òî÷êàòà x0 è ïîëîæèòåëíà îòäÿñíî íà òî÷êàòà x0.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà 2) å àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 7.40 Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà f(x) = 2x3−9x2+12x+1.

Íàìèðàìå ïúðâàòà è âòîðàòà ïðîèçâîäíè f
′
(x) = 6x2 − 18x + 12 è f

′′
(x) = 12x− 18.

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî f
′
(x) = 6x2 − 18x + 12 = 0 è ïîëó÷àâàìå ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè

x1 = 2, x2 = 1. Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè
f
′′
(2) = 6 è f

′′
(1) = −6 è ñëåäîâàòåëíî â òî÷êàòà x1 = 2 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì

è â òî÷êàòà x2 = 1 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì.
Ñ êîìàíäàòà D(n)(f) äåôèíèðàìå â Maple n�òàòà ïðîèçâîäíà çà ôóíêöèÿòà f .

f := x→ 1 + 12 · x− 9 · x2 + 2 · x3;
f1 := D(f); f2 := D(2)(f);
r := solve(f1(x) = x);
f2(r[1]); f2(r[2]);

x→ x→ 1 + 12 · x− 9 · x2 + 2 · x3

x→ 12 + 6x2 − 18x
x→ 12x− 18
2, 1;
6;−6

Ïðèìåð 7.41 Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà f(x) = (x+ 2)2(x− 1)3.

Íàìèðàìå ïúðâàòà è âòîðàòà ïðîèçâîäíè f
′
(x) = (x + 2)(5x + 4)(x − 1)2 è f

′′
(x) =

2(x − 1)(10x2 + 16x + 1). Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî f
′
(x) = (x + 2)(5x + 4)(x − 1)2 = 0 è

ïîëó÷àâàìå ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè x1 = x2 = 1, x3 = −2, x4 = −4

5
. Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå

íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà â ñòàöèîíàðíèòå òî÷êè f
′′
(1) = 0, f

′′
(−2) = −54 è f

′′
(
−4

5

)
=

486

25
è ñëåäîâàòåëíî â òî÷êàòà x3 = −2 ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì è â òî÷êàòà x4 =

−4

5
ôóíêöèÿòà èìà ëîêàëåí ìèíèìóì. Ñïîðåä Òåîðåìà 7.16 íå ìîæåì äà êàæåì íèùî çà

òî÷êàòà x = 1. Íà Ôèã. 103 ñà äàäåíè ãðàôèêèòå íà f , f
′
è f

′′
.
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Ôèãóðà 103: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå f(x) = (x+ 2)2(x− 1)3, f
′
è f

′′

f := x→ (x+ 2)2 · (x− 1)3;
f1 := D(f); f2 := D(2)(f);
r := solve(f1(x) = x);
f2(r[1]); f2(r[2]); f2(r[3]); f2(r[4]);

x→ x→ (x+ 2)2(x− 1)3

x→ (2(x+ 2))(x− 1)3 + 3(x+ 2)2(x− 1)2

x→ 2(x− 1)3 + (12(x+ 2))(x− 1)2 + 6(x+ 2)2(x− 1)

1, 1,−2,−4

5
;

0, 0,−54,
486

25

Òåîðåìà 7.17 Íåêà n ∈ N å íå÷åòíî ÷èñëî è íåêà ôóíêöèÿòà f èìà ïðîèçâîäíà îò ðåä
n â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è èìà êðàéíà n + 1�âà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è
f
′
(x0) = f

′′
(x0) = f (3)(x0) = . . . = f (n)(x0) = 0. Òîãàâà

1) àêî f (n+1)(x0) > 0, òî f èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x0;
2) àêî f (n+1)(x0) < 0, òî f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Îò f (n+1)(x0) > 0 è f (n)(x0) = 0 ñëåäâà, ÷å â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîë-
íîñò íà òî÷êàòà x0 èìàìå f (n)(x) < 0 çà x < x0 è f (n)(x) > 0 çà x > x0.

Îò ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ξ ìåæäó x0 è x, òàêà ÷å

f(x) = f(x0) +
n−1∑
k=1

(x− x0)k

n!
f (k)(x0) +

(x− x0)n

n!
f (n)(ξ)
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è ïîëó÷àâàìå

f(x)− f(x0) =
(x− x0)n

n!
f (n)(ξ).

Òîãàâà îò íå÷åòíîñòòà íà n ñëåäâà, ÷å f èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x0. Íàèñòèíà,
àêî x < x0 òîãàâà x − x0 < 0 è çà âñÿêî ξ ∈ (x, x0) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî f (n)(ξ) < 0;
àêî x > x0 òîãàâà x − x0 > 0 è çà âñÿêî ξ ∈ (x, x0) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî f (n)(ξ) > 0.
Ñëåäîâàòåëîí è â äâàòà ñëó÷àÿ èìàìå íåðàâåíñòâîòî (x− x0)nf (n)(ξ) > 0. �

Òåîðåìà 7.18 Íåêà n ∈ N å ÷åòíî ÷èñëî è íåêà ôóíêöèÿòà f èìà ïðîèçâîäíà îò ðåä
n â íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, èìà êðàéíà n + 1�âà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è
f
′
(x0) = f

′′
(x0) = f (3)(x0) = . . . = f (n)(x0) = 0 è f (n+1)(x0) 6= 0. Òîãàâà òî÷êàòà x0 íå å

òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà ôóíêöèÿòà f .

Äîêàçàòåëñòâî: Îò f (n+1)(x0) 6= 0 è f (n)(x0) = 0 ñëåäâà, ÷å â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò
íà òî÷êàòà x0 ôóíêöèÿòà f (n) ñè ñìåíÿ çíàêà â òî÷êàòà x0.

Îò ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ξ ìåæäó x0 è x, òàêà ÷å

f(x) = f(x0) +
n−1∑
k=1

(x− x0)k

n!
f (k)(x0) +

(x− x0)n

n!
f (n)(ξ)

è ïîëó÷àâàìå

f(x)− f(x0) =
(x− x0)n

n!
f (n)(ξ).

Òîãàâà îò ÷åòíîñòòà íà n ñëåäâà, ÷å çíàêúò íà f(x)− f(x0) çàâèñè îò çíàêà íà f (n)(ξ) êàòî
f(x)−f(x0) èìà ðàçëè÷íè çíàöè ïðè x, íàìèðàùî ñå îò ëÿâî è îòäÿñíî íà x0. Ñëåäîâàòåëíî
â òî÷êàòà x0 íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì. �

Ïðèìåð 7.42 Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà f(x) = 20x9 − 45x8 +
60x6 − 36x5.

Ïðåñìÿòàìå f
′
(x) = 180x8−360x7 + 360x5−180x4 = 180x4(x−1)3(x+ 1). Îò f

′
(x) = 0

ñëåäâà, ÷å x1 = 0, x2 = 1 è x3 = −1 ñà ñòàöèîíàðíè òî÷êè çà f . Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíèòå

f (2)(x) = 360x3(4x2 + x− 2)(x− 1)2

f (3)(x) = 720x2(x− 1)(14x3 − 7x2 − 7x+ 3)
f (4)(x) = 2160x(28x4 − 35x3 + 10x− 2)

f (5)(x) = 302400x4 − 302400x3 + 43200x− 4320
f (6)(x) = 1209600x3 − 907200x2 + 43200.

Óñòàíîâÿíàìå
f (2)(0) = f (3)(0) = f (4)(0) = 0, f (5)(0) 6= 0;

f (2)(−1) < 0;
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è
f (2)(1) = f (3)(1) = 0, f (4)(1) > 0.

Ñëåäîâàòåëíî òî÷êàòà x1 = 0 íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì, òî÷êàòà x2 = 1 å òî÷êà íà
ëîêàëåí ìèíèìóì, òî÷êàòà x1 = −1 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì.

Ñëåäâàùàòà ïðîöåäóðà, äåôèíèðàíà â Maple, ïðàâè ïðîâåðêà çà ëîêàëåí ìàêñèìóì
ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 7.17 è Òåîðåìà 7.18
EXT := proc(f2, t, i)
local j, f3;
j := i; print(factor(f2(t)), t, j);
if f2(t) = 0 then thisproc((D(1))(f2), t, i+ 1)
elif type(j, even) then
if 0 < evalf(factor(f2(t))) then print(′extremum lokal minimum′)
else print(′extremum lokal maximum′)
end if

else print(′no extremum′)
end if
end proc;

FEXT := proc(f)
local f1, f2, s, v, c, k, j, A,B;
f1 := D(f); f2 := (D(2)(f);
s := solve(f1(x) = 0, [x]); c := numelems(s);
A := seq(s[i], i = 1..c);
B := [seq(i, i in A)]
for k in B do
EXT (f2, k, 2)
end do
end proc

Íåêà äà îáÿñíèì, çàùî íà íÿêîëêî ïúòè äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè â êîè-
òî ïðîèçâîäíàòà å íóëà. Ùå ïðèïîìíèì, ÷å êîìàíäàòà çà ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ solve
âðúùà êàòî îòãîâîð ðåøåíèÿòà ñ òåõíèòå êðàòíîñòè. Êîãàòî äåôèíèðàìå ìíîæåñòâî A :=
{x, y, z, y} íàïðèìåð, Maple ïðåìàõâà åäíàêâèòå åëåìåíòè è âðúùà êàòî ðåçóëòàò A =
{x, y, z}. Äåôèíèðàíîòî ïî òîçè íà÷èí ìíîæåñòâî íà êðèòè÷íèòå òî÷êèA := seq(s[i], i = 1..c);
íå ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå åëåìåíòèòå ìó ïîîòäåëíî. Åòî çàùî ïîñëå äåôèíèðàìå ìíî-
æåñòâîòî B := [seq(i, i ∈ A)], ïîëó÷àâàìå ñúùîòî ìíîæåñòâî A, íî âå÷å èìàìå äîñòúï äî
åëåìåíòèòå ìó, êîãàòî äåôèíèðàìå öèêúëà for i ∈ B.
f := x→ 20 · x9 − 45 · x8 + 60 · x6 − 36 · x5;FEXT (f);
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x→ 20x9 − 45x8 + 60x6 − 36x5

−1440,−1, 2
extremum lokal maximum
0, 0, 2
0, 0, 3
−4320, 0, 4
no extremum
0, 1, 2
0, 1, 3
2160, 1, 4
extremum lokal minimum

Êðèòåðèÿò îò Òåîðåìà 7.17 è Òåîðåìà 7.18 îáõâàùà ìíîãî øèðîê êëàñ îò ôóíêöèè, íî
âúïðåêè âñè÷êî òîé íå îáåäèíÿâà âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè â êëàñà íà äèôåðåíöèðóåìèòå
ôóíêöèè. Ùå èëþñòðèðàìå òîâà ñúñ ñëåäíèÿò ïðèìåð:

Ïðèìåð 7.43 Ôóíêöèÿòà

f(x) =


e−

1
x2 , x 6= 0

0, x = 0

èìà ìèíèìóì â òî÷êàòà x = 0 è f (n)(0) = 0 çà âñÿêî n ∈ N.

Ñëåä íÿêîëêî äèôåðåíöèðàíèÿ íàìèðàìå

f
′
(x) =

(
2

x3

)
e−

1
x2 , f

′′
(x) =

(
− 6

x4
+

4

x6

)
e−

1
x2 , f

′′′
(x) =

(
24

x5
− 36

x7
+

8

x9

)
e−

1
x2 .

Ëåñíî ñå äîêàçâà ïî ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ, ÷å f (n)(x) = P3n

(
1

x

)
e−

1
x2 çà

âñÿêî x 6= 0, êúäåòî P3n å ïîëèíîì îò ñòåïåí 3n.
Ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å ñúùåñòâóâà f (n)(0) è f (n)(0) = 0.
Íàèñòèíà

f
′
(0) = lim

x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

1
x

e
1
x2

= 0.

Äà äîïóñíåì, ÷å çà n = p å èçïúëíåíî f (p)(0) = 0. Òîãàâà

f (p+1)(0) = lim
x→0

f (p)(x)− f (p)(0)

x
= lim

x→0

1

x
P3(p+1)

(
1

x

)
e

1
x2

= 0.

Îò äåôèíèöèÿòà íà f å ÿñíî, ÷å f(x) > 0 çà âñÿêî x 6= 0 è f(0) = 0. Ñëåäîâàòåëíî f
èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x = 0.
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Ïðèìåð 7.44 Ôóíêöèÿòà

f(x) =


xe−

1
x2 , x 6= 0

0, x = 0

íÿìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x = 0 è f (n)(0) = 0 çà âñÿêî n ∈ N.

Ñëåä íÿêîëêî äèôåðåíöèðàíèÿ íàìèðàìå, ÷å

f
′
(x) =

(
1 +

2

x2

)
e−

1
x2 , f

′′
(x) =

(
− 2

x3
+

4

x5

)
e−

1
x2 , f

′′′
(x) =

(
6

x4
− 24

x6
+

8

x8

)
e−

1
x2 .

Ëåñíî ñå äîêàçâà ïî ìåòîäà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ, ÷å f (n) = P3n−1

(
1

x

)
e−

1
x2 , êú-

äåòî P3n−1 å ïîëèíîì îò ñòåïåí 3n− 1.
Ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ, ÷å ñúùåñòâóâà f (n)(0) è f (n)(0) = 0.
Íàèñòèíà

f
′
(0) = lim

x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

1
x2

e
1
x2

= 0.

Äà äîïóñíåì, ÷å çà n = p å èçïúëíåíî f (p)(0) = 0. Òîãàâà

f (p+1)(0) = lim
x→0

f (p)(x)− f (p)(0)

x
= lim

x→0

1

x
P3p+2

(
1

x

)
e

1
x2

= 0.

Îò äåôèíèöèÿòà íà f ñå âèæäà, ÷å f(u) < f(0) = 0 < f(v) çà âñåêè u < 0 < v è
ñëåäîâàòåëíî f íÿìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x = 0.

Ôóíêöèèòå îò Ïðèìåðè 7.43 è 7.44 ñà òàêèâà, ÷å ïðîèçâîäíèòå èì â òî÷êàòà íóëà îò
ïðîèçâîëåí ðåä ñà ðàâíè íà íóëà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å äîïèðàòåëíèòå â òî÷êàòà íóëà êúì
ãðàôèêèòå íà ôóíêöèÿòà è âñÿêà íåéíà ïðîèçâîäíà ñà óñïîðåäíè íà îñòà Ox. Íà Ôèã. 104
ñà èç÷åðòàíè ãðàôèêèòå íà äâàòå ôóíêöèè îò Ïðèìåðè 7.43 è 7.44 â èíòåðâàëèòå [−10, 10],
[−1, 1] è [0.1, 0, 1].

Ðàçãëåäàõìå ñëó÷àèòå çà ñúùåñòâóâàíå íà åêñòðåìóì â äàäåíà òî÷êà x0 íà ôóíêöèÿ,
êîÿòî å äèôåðåíöèðóåìà â íÿêîÿ îêîëíîñò íà x0. Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àèòå, êîãàòî
ôóíêöèÿòà íå å äèôåðåíöèðóåìà â òî÷êàòà x0, íî ñúùåñòâóâà íåéíà îêîëíîñò, â êîÿòî
ôóíêöèÿòà å äèôåðåíöèðóåìà âúâ âñÿêà òî÷êà, ðàçëè÷íà îò x0.

Òåîðåìà 7.19 Íåêà ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà íàâñÿêúäå â îêîëíîñò íà òî÷êàòà
x0 ñ èçêëþ÷åíèå íà òî÷êàòà x0 è å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0. Òîãàâà
1) àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f

′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0) è f

′
(x) < 0 çà âñÿêî

x ∈ (x0, x0 + δ), òî f èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êàòà x0;
2) àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f

′
(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0) è f

′
(x) > 0 çà âñÿêî

x ∈ (x0, x0 + δ), òî f èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â òî÷êàòà x0;
3) àêî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å: f

′
(x) èìà åäèí è ñúùè çíàê â èíòåðâàëèòå (x0− δ, x0)

è x ∈ (x0, x0 + δ), òî f íÿìà ëîêàëåí åêñòðåìóì â òî÷êàòà x0.
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Ôèãóðà 104: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå e−
1
x2 , xe−

1
x2

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 7.15.
Ùå ñêèöèðàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà 1). Íåêà x ∈ (x0 − δ, x0) å ïðîèçâîëíî èçáðàíî.

Òîãàâà ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 6.12 â èíòåðâàëà [x, x0]. Ñëåäî-
âàòåëíî ñúùåñòâóâà ξ ∈ (x, x0), òàêà ÷å f(x) − f(x0) = f

′
(ξ)(x − x0) < 0. Àíàëîãè÷íî, çà

âñÿêî x ∈ (x0, x0 + δ) ñúùåñòâóâà ξ1 ∈ (x0, x), òàêà ÷å f(x) − f(x0) = f
′
(ξ1)(x − x0) < 0.

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x ∈ (x0−δ, x0 +δ) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî f(x) ≤ f(x0) è òîãàâà
òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì. �

Íà Ôèã. 105 ñà íà÷åðòàíè ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå f(x) = |x| è f(x) = 1 − 2
7
√
x2,

êîèòî èëþñòðèðàò ñëó÷àèòå 1) è 2).
Çà èëþñòðàöèÿ íà ñëó÷àÿ 3) ùå ðàçãëåäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 7.45 Ïîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà

f(x) =


x

1 + e1/x
, x 6= 0

0, x = 0.

íÿìà ëîêàëíè åêñòðåìóìè.

Ôóíêöèÿòà
x

1 + e1/x
å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî x 6= 0 è îò ãðàíèöàòà

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x

1 + e1/x
= 0

ñëåäâà, ÷å f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Íàìèðàìå f
′
(x) çà x 6= 0

f
′
(x) =

x+ xe

1

x + e

1

x

x

1 + e

1

x


2 .(52)
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Ôèãóðà 105: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå f(x) = |x|, f = 1− 2
7
√
x2

Ùå ïîêàæåì, ÷å ëÿâàòà è äÿñíàòà ïðèçâîäíè â òî÷êàòà x = 0 ñà ðàçëè÷íè. Íàèñòèíà îò
ãðàíèöèòå

lim
x→0+

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0+

1

1 + e

1

x

= 0

lim
x→0−

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0−

1

1 + e

1

x

= 1

ñëåäâà, ÷å f
′
(0−) 6= f

′
(0+).

Îò (52) âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å f
′
(x) > 0 çà âñÿêî x > 0. Íåêà x < 0. Îò

1 + e

1

x


2

> 0

ñëåäâà, ÷å çíàêúò íà f
′
(x) çà x < 0 ñå îïðåäåëÿ îò

x+ xe

1

x + e

1

x

x
= 1 + e−t − te−t,(53)

êúäåòî ñìå ïîëîæèëè t =
1

|x|
.

Íåêà äà ïîëîæèì g(t) = 1 + e−t − te−t. Îò g′(t) = (1 + e−t − te−t)′ = −2e−t + te−t =
e−t(t − 2) ñëåäâà, ÷å g

′
(t) < 0 çà t ∈ [0, 2) è g

′
(t) > 0 çà t ∈ (2,+∞). Ñëåäîâàòåëíî

g(t) ≥ g(2) = 1− e−2 > 0.
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Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å f
′
(x) > 0 çà âñÿêî x 6= 0 è ñëåäîâàòåëíî f íÿìà ëîêàëíè åêñòðå-

ìóìè.
Ùå îáåäèíèì äâàòà ðàçãëåäàíè äî ìîìåíòà ñëó÷àÿ íà ëîêàëåí åêñòðåìóì - òî÷êè, â

êîèòî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà å íóëà è òî÷êè, â êîèòî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà íå ñúùåñòâóâà.

Îïðåäåëåíèå 7.7 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x0 å êðèòè÷íà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà f : D ⊂
R→ R, àêî f ′(x0) = 0 èëè f ′(x0) íå ñúùåñòâóâà.

Ïðèìåð 7.46 Íàìåðåòå êðèòè÷íèòå òî÷êè íà ôóíêöèÿòà f(x) = x
3
5 (4− x).

-2

-6

-8

x

6420-2

2

0

-4

Ôèãóðà 106: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x
3
5 (4− x)

Èçïîëçâàéêè ïðàâèëàòà çà äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå:

f
′
(x) =

3

5
x−

2
5 (4− x)− x

3
5 =

3(4− x)

5x
2
5

− x
3
5 =

3(4− x)− 5x

5x
2
5

=
12− 8x

5x
2
5

çà x 6= 0. Îò îïðåäåëåíèåòî çà ïðîèçâîäíà íàìèðàìå

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
=

4− x
x

2
5

= +∞.

Ñëåäîâàòåëíî êðèòè÷íèòå òî÷êè ñà 3/2 è 0 (Ôèã. 106), çàùîòî f
′
(x) = 0 â òî÷êàòà x = 3/2

è f
′
íå ñúùåñòâóâà â òî÷êàòà x = 0.
Ìîæåì äà èçêàæåì Òåîðåìàòà íà Ôåðìà â òåðìèíèòå íà êðèòè÷íà òî÷êà.

Òåîðåìà 7.20 Àêî f : D ⊆ R → R å äèôåðåíöèðóåìà ñ èçêëþ÷åíèå íà êðàåí áðîé òî÷-
êè è èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì â òî÷êàòà x0, òî x0 å êðèòè÷íà òî÷êà çà
ôóíêöèÿòà f .

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà:
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à) f(x) = x2e−x; á) f(x) =
4x

x2 + 4x
; â) f(x) = −x2 5

√
(x− 2)2;

ã) f(x) =
14

x4 − 8x2 + 2
; ä) f(x) = 3

√
2x3 + 3x2 − 36x; å) f(x) = x2 lnx;

æ) f(x) = x ln2 x; ç) f(x) = x4e−x
2
; è) f(x) = sin(3x)− 3 sinx;

é) f(x) = cos x− 1 +
x2

2!
− x3

3!
; ê) f(x) = cos x− 1 +

x2

2!
; ë) f(x) =

√
ex2 − 1.

2) Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà:

à) f(x) =


e−

1
|x|

(√
2 + sin

(
1

x

))
, x 6= 0

0, x = 0

;

á) f(x) =


e−

1
|x|

(√
2 + cos

(
1

x

))
, x 6= 0

0, x = 0

;

â) f(x) =


|x|
(

2 + cos
(

1

x

))
, x 6= 0

0, x = 0

.

7.10 Íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ

Åäíî îò íàé-âàæíèòå ïðèëîæåíèÿ íà ïðîèçâîäíèòå å â îïòèìèçàöèîííèòå çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 7.8 1) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : D ⊆ R→ R èìà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò
â x0 ∈ D, àêî f(x0) ≥ f(x) çà âñÿêî x ∈ D. Ñòîéíîñòòà f(x0) ñå íàðè÷à íàé-ãîëÿìà
ñòîéíîñò íà f â D.
2) Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : D ⊆ R → R èìà íàé-ìàëêà ñòîéíîñò â x0 ∈ D, àêî
f(x0) ≤ f(x) çà âñÿêî x ∈ D. Ñòîéíîñòòà f(x0) ñå íàðè÷à íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà f â
D.

Íà Ôèã. 107 å èçîáðàçåíà ôóíêöèÿ F , êîÿòî èìà ëîêàëíè ìàêñèìóìè â b, d è f , èìà íàé�
ãîëÿìà ñòîéíîñò â d, èìà ëîêàëíè ìèíèìóìè â a, c è e, èìà íàé�ìàëêà ñòîéíîñò â a.

Ïðèìåð 7.47 Íàìåðåòå íàé�ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x) =
3x4 − 16x3 + 18x2, çà −1 ≤ x ≤ 4.

Îò ãðàôèêàòà, ïîêàçàíà íà Ôèã. 108 ñå âèæäà, ÷å f(1) = 5 å ëîêàëåí ìàêñèìóì, äîêàòî íàé-
ãîëÿìàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà å f(−1) = 37. Ñòîéíîñòòà f(0)=0 å ëîêàëåí ìèíèìóì,
íî ãëîáàëíèÿò ìèíèìóì å f(3) = −27, êîéòî å è ëîêàëåí ìèíèìóì, çà ðàçëèêà îò f(−1),
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Ôèãóðà 107: Íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ

20

0

-20

x

4320-1 1

30

10

-10

Ôèãóðà 108: Íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà f(x) = 3x4 − 16x3 + 18x2 â
èíòåðâàëà [−1, 4]

êîÿòî íå å ëîêàëåí ìàêñèìóì, çàùîòî å êðàé íà äåôèíèöèîííèÿ èíòåðâàë. Ùå èçïîëçâàìå
Òåîðåìà 5.8, çà äà êîíñòðóèðàìå ïðîöåäóðà, ñ êîÿòî äà íàìèðàìå íàé�ãîëÿìàòà è íàé�
ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ, êîÿòî å íåïðåêúñíàòà è òî÷êèòå, â êîèòî íÿìà ïðîèçâîäíà
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ñà èçîëèðàíè. Íåêà äàäåì íîâ èçêàç íà Òåîðåìà 5.8: Âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôè-
íèðàíà â êðàåí è çàòâîðåí èíòåðâàë äîñòèãà ñâîÿòà íàé�ãîëÿìà è íàé�ìàëêà ñòîéíîñò.

Ôèãóðà 109: Ïðèìåðè çà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ

Ãðàôèêèòå íà Ôèã. 109 ïîêàçâàò, ÷å ãëîáàëíèòå åêñòðåìóìè ìîãàò äà ñå äîñòèãàò è
â ïîâå÷å îò åäíà òî÷êà.

Àêî ôóíêöèÿòà íå å íåïðåêúñíàòà èëè íå å äåôèíèðàíà â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà íå
ìîæåì äà ïðèëàãàìå Òåîðåìà 5.8, êàêòî å âèäíî îò Ôèã. 110.

Ôèãóðà 110: Ïðèìåðè íà ôóíêöèè, çà êîèòî íå ìîæåì äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 5.8

Ìåòîä çà íàìèðàíå íà íàé-ãîëÿìà è íàé-ìàëêà ñòîéíîñò Íåêà ôóíêöèÿòà
f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà è òî÷êèòå, â êîèòî íÿìà ïðîèçâîäíà, ñà êðàåí áðîé:
1) Íàìèðàò ñå êðèòè÷íèòå òî÷êè íà f â èíòåðâàëà (a, b) è ñå ïðåñìÿòàò ñòîéíîñòèòå íà
ôóíêöèÿòà f â òåçè òî÷êè;
2) Ïðåñìÿòàò ñå ñòîéíîñòèòå f(a) è f(b);
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3) Íàé�ãîëÿìàòà è íàé�ìàëêàòà îò íàìåðåíèòå ñòîéíîñòè â òî÷êè 1), 2) ñà ñúîòâåòíî íàé-
ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà f â [a, b].

Ïðèìåð 7.48 Íàìåðåòå íàé�ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà f(x) =
x7

7
− 5x6

6
+

x5 +
5x4

4
− 2x3 + 1 â èíòåðâàëèòå [−2, 4] è

[
−1

2
,
3

2

]
.

Ïúðâî íàìèðàìå ïðîèçâîäíàòà f
′
= x6−5x5 +5x4 +5x3−6x2 = (x−1)(x+1)x2(x−2)(x−3).

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî f
′
(x) = 0 è íàìèðàìå êðèòè÷íèòå òî÷êè {−1, 0, 1, 2, 3}. Ïðîâå-

ðÿâàìå êîè îò êðèòè÷íèòå òî÷êèòå ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî [−2, 4] è óñòàíîâÿâà-

ìå, ÷å âñè÷êèòå êðèòè÷íè òî÷êè ïðèíàäëåæàò íà [−2, 3]. Ïðåñìÿòàìå f(−2) = −1399

21
,

f(−1) =
191

84
, f(0) = 1, f(1) =

47

84
, f(2) =

41

21
, f(3) = −107

28
, f(4) =

3029

21
. Íàìèðàìå

max
{
−1399

21
,
191

84
, 1,

47

84
,
41

21
,−107

28
,
3029

21

}
=

3029

21
= f(4).

è

min
{
−1399

21
,
191

84
, 1,

47

84
,
41

21
,−107

28
,
3029

21

}
= −1399

21
= f(−2).

Ïðîâåðÿâàìå êîè îò òî÷êèòå ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî
[
−1

2
,
3

2

]
è ïîëó÷àâàìå, ÷å

0, 1, 2 ∈
[
−1

2
,
3

2

]
è −1, 3 6∈

[
−1

2
,
3

2

]
. Ïðåñìÿòàìå f

(
−1

2

)
=

431

336
, f

(
3

2

)
= − 31

1344
, f(0) = 1,

f(1) =
47

84
, f(2) =

41

21
. Íàìèðàìå

max
{

431

336
, 1,

47

84
,
41

21
,− 31

1344

}
=

41

21
= f(2).

è

min
{

431

336
, 1,

47

84
,
41

21
,− 31

1344

}
= − 31

1344
= f(−0.5).

Ùå íàïèøåì ïðîöåäóðà, êîÿòî äà íàìèðà íàé�ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà
ôóíêöèÿ â êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë.
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f := x→ x7

7
− 5 · x6

6
+ x5 +

5 · x4

4
− 2 · x3 + 1 :

f1 := D(f) :
sol := solve(f1(x) = 0, [x]) : s := numelems(sol) :
sol := solve(f1(x) = 0, x) :
A := {seq(eval(x, sol[i]), i = 1..s)};B := [seq(i, i in A))];

a := −1

2
; b :=

5

2
; j := 1;

for i in B do
c := i;
if a ≤ c ≤ b then
f(i) : print(c, f(i), j); v[j] := f(i); j := j + 1
end if
end do;
f(a); v[j] := f(a); print(a, f(a), j); j := j + 1;
f(b); v[j] := f(b); print(b, f(b), j);
L := seq(v[i], i = 1..j);
max(L);min(L)

[−1, 0, 1, 2, 3]

0, 1{
431

336
, 1,

47

84
,
41

21
,− 31

1344

}
41

21
,− 31

1344
Ìîæåì äà èçïîëçâàìå äåôèíèðàíèòå â Maple ôóíêöèè maximize è minimize, êîèòî

äàâàò íàé�ãîëÿìàòà è íàé�ìàëêàòà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿòà â óêàçàíèÿ èíòåðâàë.

maximize

(
x7

7
− 5 · x6

6
+ x5 +

5 · x4

4
− 2 · x3 + 1, x = −1

2
..

5

2
, location

)
;

minimize

(
x7

7
− 5 · x6

6
+ x5 +

5 · x4

4
− 2 · x3 + 1, x = −1

2
..

5

2

)
;

41\21, {[x = 2, 41/21]}
−31

1344
Àêî èçïîëçâàìå äîïúëíèòåëíèÿ ïàðàìåòúð location â êîìàíäèòåmaximize èëèminimize,

òî îñâåí ñòîéíîñòòà íà åêñòðåìóìà ïîëó÷àâàìå êàòî îòãîâîð è òî÷êàòà â êîÿòî òîé ñå äîñ-
òèãà.

Ïðèìåð 7.49 Íàìåðåòå íàé�ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà f(x) = x3 − 3x â
èíòåðâàëà [−2, 2].
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f := x→ x3 − 3 · x :
f1 := D(f) :
sol := solve(f1(x) = 0, [x]) : s := numelems(sol) :
sol := solve(f1(x) = 0, x) :
A := {seq(eval(x, sol[i]), i = 1..s)} : B := [seq(i, i ∈ A))];
a := −2 : b := 2 : j := 1 :
for i in B do
c := i :
if a ≤ c ≤ b then
f(i) : v[j] := f(i); j := j + 1
end if
end do;
f(a); v[j] := f(a) : j := j + 1 :
f(b); v[j] := f(b) :
L := seq(v[i], i = 1..j);
max(L);min(L)

[−1, 1]
{−2, 2}
2,−2.

maximize (x3 − 3 · x, x = −2..2) ;
minimize (x3 − 3 · x, x = −2..2) ;

2,−2
Ìîæåì äà íàìèðàìå íàé�ãîëÿìà è íàé�ìàëêà ñòîéíîñò íà ôóíêöèÿ è â áåçêðàåí

èíòåðâàë, àêî ñúùåñòâóâà M > 0, òàêà ÷å f : (−∞,−M ] ∪ [M,+∞) ⊆ f([−M,M ]). ×àñòåí
ñëó÷àé å êîãàòî ñúùåñòâóâàò l ∈ R è M > 0, òàêà ÷å lim

x→∞
f(x) = l ∈ f([−M,M ])

Ïðèìåð 7.50 Íàìåðåòå íàé�ãîëÿìàòà è íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñò íà f(x) =
1 + x2

1 + x4
â

èíòåðâàëà [0,+∞).

Ïúðâî íàìèðàìå ïðîèçâîäíàòà f
′
= −2x(x4 + 2x2 − 1)

(1 + x4)2
. Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî f

′
(x) =

0 è îïðåäåëÿìå êðèòè÷íèòå òî÷êè
{

0,
√√

2− 1,−
√√

2− 1
}
. Ïðîâåðÿâàìå êîè îò òî÷-

êèòå ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî [0,+∞) è ïîëó÷àâàìå, ÷å 0,
√√

2− 1 ∈ [0,+∞) è

−
√√

2− 1 6∈ [0,+∞). Ïðåñìÿòàìå lim
x→+∞

1 + x2

1 + x4
= 0. Íåêà äà ðàçãëåäàìå f : [0, 2] → R.

Âåäíàãà ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å f å íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [2,+∞) è ñëåäîâàòåëíî

sup{f([2,+∞))} = f(2) ≤ f([0, 2]. Ïðåñìÿòàìå f(0) = 1, f
(√√

2− 1
)

=

√
2

1 +
(√

2− 1
)2 è
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f(2) =
5

17
. Óñòàíîâÿâàìå

5

17
< 1 <

√
2

1 +
(√

2− 1
)2 è ñëåäîâàòåëíî

max

 5

17
, 1,

√
2

1 +
(√

2− 1
)2

 =

√
2

1 +
(√

2− 1
)2 = f

(√√
2− 1

)
.

Îò íåðàâåíñòâîòî f(x) =
1 + x2

1 + x4
> 0 è lim

x→+∞

1 + x2

1 + x4
= 0 ñëåäâà, ÷å f íÿìà íàé�ìàëêà

ñòîéíîñò â èíòåðâàëà [0,+∞).

Ôèãóðà 111: Ïðèìåð 7.50

Ïðèìåð 7.51 Íàìåðåòå íàé�ãîëåìèÿ åëåìåíò íà ðåäèöàòà an =

{
n2

n3 + 200

}
.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) : R+ → R, êîÿòî å äåôèíèðàíå ñ f(x) =
x2

x3 + 200
. Íàìèðàìå f

′
(x) = −x(x3 − 400)

(x3 + 200)2
. Ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f å ðàñòÿùà â èíòåð-

âàëà [0, 3
√

400] è å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà [ 3
√

400,+∞). Îò íåðàâåíñòâàòà 7 < 3
√

400 < 8

ïîëó÷àâàìå, ÷å max{an} = max{a7, a8} = max
{

49

543
,

8

89

}
=

49

543

Ïðèìåð 7.52 (ïðèíöèï íà íàé�ìàëêèòå êâàäðàòè) Íåêà ñà äàäåíè n ÷èñëà {x1, x2, . . . , xn}.
Íàìåðåòå x ∈ R, òàêà ÷å f(x) = (x− x1)2 + (x− x2)2 + · · ·+ (x− xn)2 äà èìà ìèíèìàëíà
ñòîéíîñò.

Íàìèðàìå f
′
(x) = 2(x − x1) + 2(x − x2) + · · · + 2(x − xn). Óðàâíåíèåòî f

′
(x) = 0

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x0 =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
. Íàìèðàìå f

′′
(x) = 2n > 0 çà âñÿêî x è

ñëåäîâàòåëíî òî÷êàòà x0 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì. Òúé êàòî f èìà åäèíñòâåí ëîêàëåí
åêñòðåìóì, òî x0 å òî÷êàòà, â êîÿòî ôóíêöèÿòà ïðèåìà íàé�ìàëêàòà ñè ñòîéíîñò.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå:
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à) max

{
x4

4
− 3x2

3
− 3x2

2
+ 2 : x ∈ [−2, 4]

}
, min

{
x4

4
− 3x2

3
− 3x2

2
+ 2 : x ∈ [−2, 4]

}
;

á) max
{√

4− x2 : x ∈ [−2, 2]
}
, min

{√
4− x2 : x ∈ [−2, 2]

}
;

â) max

{
arctg(x)− lnx

2
: x ∈

[
1√
3
,
√

3

]}
, min

{
arctg(x)− lnx

2
: x ∈

[
1√
3
,
√

3

]}
;

ã) max
{

2 sinx+ sin(2x) : x ∈
[
0,

3π

2

]}
, min

{
2 sinx+ sin(2x) : x ∈

[
0,

3π

2

]}
;

ä) max {x− 2 lnx : x ∈ [1, e]}, min {x− 2 lnx : x ∈ [1, e]};

å) max
{

2x3 − 3x2 − 12 + 1 : x ∈
[
−2,

5

2

]}
, min

{
2x3 − 3x2 − 12 + 1 : x ∈

[
−2,

5

2

]}
;

æ) max {x2 lnx : x ∈ [1, e]}, min {x2 lnx : x ∈ [1, e]};

2) Íàìåðåòå:

à) max {xe−x : x ∈ [0,+∞)}, min {xe−x : x ∈ [0,+∞)};

á) max {sinx sin(2x) : x ∈ (−∞,+∞)}, min {sinx sin(2x) : x ∈ (−∞,+∞)};

â) max
{
e−x

2
cos(x2) : x ∈ (−∞,+∞)

}
, min

{
e−x

2
cos(x2) : x ∈ (−∞,+∞)

}
;

ã) max

{
e−x

n∑
k=0

xn

n!
: x ∈ (−∞,+∞)

}
, min

{
e−x

n∑
k=0

xn

n!
: x ∈ (−∞,+∞)

}
;

3) Íàìåðåòå íàé�ãîëåìèÿò ÷ëåí íà ðåäèöàòà:

à)

{
n10

2n

}∞
n=1

; á)

{ √
n

n+ 10000

}∞
n=1

;

â) { n
√
n}∞n=1;

4) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à) |3x− x3| ≤ 2, x ∈ [−2, 2]; á)
1

2p−1
≤ xp + (1− x)p ≤ 1, x ∈ [0, 1], p > 1;

â) xp(1− x)q ≤ pqqq

(p+ q)p+q
, x ∈ [0, 1], p, q > 0;

ã) x+ 12
n−1
n ≤ n

√
xn + 1 ≤ x+ 1, x ∈ (0,+∞), n > 1;

ä)
2

3
≤ x2 + 1

x2 + x+ 1
≤ 2, x ∈ (−∞,+∞).
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7.11 Èçïúêíàëè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 7.9 Êàçâàìå, ÷å åäíà ôóíêöèÿ f : [a, b] → R å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà
[a, b], àêî çà âñÿêî α ∈ (0, 1) è çà âñåêè x, y ∈ [a, b] å â ñèëà

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).(54)

Àêî íåðàâåíñòâî (54) å ñòðîãî, òî êàçâàìå, ÷å f å ñòðîãî èçïúêíàëà.

Îïðåäåëåíèå 7.10 Êàçâàìå, ÷å åäíà ôóíêöèÿ f : [a, b] → R å âäëúáíàòà â èíòåðâàëà
[a, b], àêî çà âñÿêî α ∈ (0, 1) è çà âñåêè x, y ∈ [a, b] å â ñèëà

f(αx+ (1− α)y) ≥ αf(x) + (1− α)f(y).(55)

Àêî íåðàâåíñòâî (7.10) å ñòðîãî, òî êàçâàìå, ÷å f å ñòðîãî âäëúáíàòà.

Î÷âèäíî àêî ôóíêöèÿòà f å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà), òî ôóíêöèÿòà −f å âäëúáíàòà
(èçïúêíàëà).

Ïðèìåð 7.53 Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f(x) = x2 å èçïúêíàëà â R.

Îò íåðàâåíñòâîòî

(αx+ (1− α)y)2 = αx2 + (1− α)y2 − α(1− α)(x− y)2 < αx2 + (1− α)y2

ñëåäâà èçïúêíàëîñòòà íà f(x) = x2.
Ñâîéñòâîòî èçïúêíàëîñò èìà ïðîñò ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë. Òî÷êàòà z = αx + (1 − α)y

ïðèíàäëåæè íà îòñå÷êàòà ñ êðàèùà x è y. Ñúùî òàêà çà âñÿêà òî÷êà îò îòñå÷êàòà ñ êðàèùà
x è y ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî α, òàêà ÷å z = αx+(1−α)y. Íàèñòèíà, äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ

x < y. Àêî ïîëîæèì α =
y − z
y − x

, òî ïîëó÷àâàìå 1 − α =
z − x
y − x

è z =
y − z
y − x

x +
z − x
y − x

y.

Äà ðàçãëåäàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f è äà âúâåäåì òî÷êèòå A(x, f(x)), B(y, f(y)) è
C(z, f(z)). Íåêà òî÷êàòà D å ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà ïðàâàòà, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòå (z, 0)
è (z, f(z)) è îòñå÷êàòà AB. Ñëåäîâàòåëíî D èìà êîîðäèíàòè D(z, αf(x) + (1 − α)f(y)).
Òîãàâà íåðàâåíñòâî (54) îçíà÷àâà, ÷å f(z) ≤ αf(x) + (1 − α)f(y), à íåðàâåíñòâî (55) �
f(z) ≥ αf(x) + (1− α)f(y) (Ôèã. 112).

Òâúðäåíèå 7.2 Àêî f å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà) ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà (a, b), òî çà âñÿêî
k > 0 ôóíêöèÿòà kf å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî

kf(αx+ (1− α)y) ≤ kαf(x) + k(1− α)f(y) = αkf(x) + (1− α)kf(y).

�
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Ôèãóðà 112: Ãðàôèêà íà èçïúêíàëà è íà âäëúáíàòà ôóíêöèÿ

Òâúðäåíèå 7.3 Àêî f è g ñà èçïúêíàëè (âäëúáíàòè) ôóíêöèè â èíòåðâàëà (a, b), òî
ôóíêöèÿòà f + g å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò íåðàâåíñòâîòî

(f + g)(αx+ (1− α)y) = f(αx+ (1− α)y) + g(αx+ (1− α)y)
≤ αf(x) + (1− α)f(y) + αg(x) + (1− α)g(y)
= α(f + g)(x) + (1− α)(f + g)(y)

�

Òâúðäåíèå 7.4 1) Àêî f å èçïúêíàëà è ðàñòÿùà ôóíêöèÿ è g e èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, òî
ñúñòàâíàòà ôóíêöèÿ f(g) å èçïúêíàëà.
2) Àêî f å èçïúêíàëà è íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ è g e âäëúáíàòà ôóíêöèÿ, òî ñúñòàâíàòà
ôóíêöèÿ f(g) å èçïúêíàëà.
3) Àêî f å âäëúáíàòà è ðàñòÿùà ôóíêöèÿ è g e âäëúáíàòà ôóíêöèÿ, òî ñúñòàâíàòà
ôóíêöèÿ f(g) å âäëúáíàòà.
4) Àêî f å âäëúáíàòà è íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ è g e èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, òî ñúñòàâíàòà
ôóíêöèÿ f(g) å âäëúáíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì 1). Äîêàçàòåëñòâàòà íà îñòàíàëèòå òðè ñëó÷àÿ ñà àíàëî-
ãè÷íè. Èçïîëçâàìå åäíîâðåìåííî ôàêòà, ÷å f å ðàñòÿùà è g å èçïúêíàëà, çà äà íàïèøåì
ïúðâîòî íåðàâåíñòâî.

f(g(αx+ (1− α)y) ≤ f(αg(x) + (1− α)g(y)) ≤ αf(g(x)) + (1− α)f(g(y)).

�
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Òâúðäåíèå 7.5 Íåêà y = f(x) è x = g(y) ñà âçàèìíî îáðàòíè ôóíêöèè.
1) Àêî f å èçïúêíàëà è ðàñòÿùà, òî g e âäëúáíàòà è ðàñòÿùà .
2) Àêî f å èçïúêíàëà è íàìàëÿâàùà, òî g e âäëúáíàòà è íàìàëÿâàùà.
3) Àêî f å âäëúáíàòà è ðàñòÿùà, òî g e èçïúêíàëà è ðàñòÿùà.
4) Àêî f å âäëúáíàòà è íàìàëÿâàùà, òî g e èçïúêíàëè è íàìàëÿâàùà.

Äîêàçàòåëñòâî:Ùå äîêàæåì 1). Äîêàçàòåëñòâàòà íà îñòàíàëèòå òðè ñëó÷àÿ ñà àíàëîãè÷-
íè. Äà ïîëîæèì u = f(x), v = f(y). Îò òîâà, ÷å g å îáðàòíàòà ôóíêöèÿ íà f ïîëó÷àâàìå
g(u) = x è g(v) = y. Ñëåäîâàòåëíî

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) = αu+ (1− α)v.

Îò îñíîâíîòî ñâîéñòâî íà âçàèìíî îáðàòíèòå ôóíêöèè g(f(x)) = x ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñ-
òâàòà

g(αu+ (1− α)v) ≥ g(f(αx+ (1− α)y)) = αx+ (1− α)y = αg(u) + (1− α)g(v).

�

Òâúðäåíèå 7.6 1) Àêî ôóíêöèÿòà f å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà [a, b] è ðàçëè÷íà îò êîí-
ñòàíòà, òî òÿ íå ìîæå äà äîñòèãíå ìàêñèìàëíàòà ñè ñòîéíîñò âúâ âúòðåøíà òî÷êà
çà èíòåðâàëà [a, b].
2) Àêî ôóíêöèÿòà f å âäëúáíàòà â èíòåðâàëà [a, b] è ðàçëè÷íà îò êîíñòàíòà, òî òÿ íå
ìîæå äà äîñòèãíå ìèíèìàëíàòà ñè ñòîéíîñò âúâ âúòðåøíà òî÷êà çà èíòåðâàëà [a, b].

Ôèãóðà 113: f ñúâïàäà ñ îò-
ñå÷êàòà AB

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî: ñúùåñòâó-
âà z ∈ (a, b), òàêà ÷å f(z) ≥ f(x) çà âñÿêî x ∈ [a, b]. Îò
óñëîâèåòî, ÷å f å ðàçëè÷íà îò êîíñòàíòà ñëåäâà, ÷å ñúùåñ-
òâóâàò x, y ∈ [a, b], òàêà ÷å x < z < y è f(z) > f(x) è
f(z) > f(y). Èçïîëçâàéêè èçïúêíàëîñòòà íà ôóíêöèÿòà â èí-
òåðâàëà [x, y] ⊆ [a, b], çàïèñâàìå

f(z) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) < αf(z) + (1− α)f(z) = f(z)

è äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Äîêàçàòåëñòâîòî íà 2) å àíàëîãè÷íî. �

Àêî èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà íà Ôèã. 112, òî Òâúðäåíèå
7.6 1) îçíà÷àâà, ÷å äúãàòà AB îò ãðàôèêàòà íà êðèâàòà f èëè
ñå ñëèâà ñ õîðäàòà AB èëè öÿëàòà ëåæè ïîä õîðäàòà AB (Ôèã.
113).
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Òâúðäåíèå 7.7 1) Àêî ôóíêöèÿòà f å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà [a, b], òî çà âñåêè èíòåð-
âàë [x, y] ⊆ [a, b] íåðàâåíñòâî (54) å èçïúëíåíî èëè ñúñ çíàê ðàâíî èëè ñúñ çíàê ñòðîãî
ïî�ìàëêî çà âñÿêî z ∈ (x, y).
2) Àêî ôóíêöèÿòà f å âäëúâíàòà â èíòåðâàëà [a, b], òî çà âñåêè èíòåðâàë [x, y] ⊆ [a, b]
íåðàâåíñòâî (55) å èçïúëíåíî èëè ñúñ çíàê ðàâíî èëè ñúñ çíàê ñòðîãî ïî�ãîëÿìî çà âñÿêî
z ∈ (x, y).

Äîêàçàòåëñòâî: Äåôèíèðàìå ëèíåéíàòà ôóíêöèÿ l : [x, y] → R, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà
ðàâåíñòâàòà l(x) = f(x) è l(y) = f(y) ò.å. îïèñâà õîðäàòà AB. Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà
g(x) = f(x) − l(x) = f(x) + (−l(x)), êîÿòî ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 7.3 å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ
(âñÿêà ëèíåéíà ôóíêöèÿ å åäíîâðåìåííî è èçïúêíàëà è âäëúáíàòà). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò
äâà ñëó÷àÿ èëè g(x) ≡ 0 èëè g(x) < 0. Àêî g(x) ≡ 0, òî äîêàçàòåëñòâîòî ñå ïðåêðàòÿâà.
Íåêà äà ñúùåñòâóâà z ∈ (x, y), òàêà ÷å g(z) < 0. Òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî g(x) < 0 ñëåä-
âà, ÷å g äîñòèãà íàé�ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò âúâ âúòðåøíîñòòà íà èíòåðâàëà [x, y], êîåòî
ïðîòèâîðå÷è ñ Òâúðäåíèå 7.6.

Ñëó÷àÿò 2) ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 7.21 Àêî f : [a, b] → R å èçïúêíàëà (âäëúáíàòà) â èíòðåâàëà [a, b], òî òÿ å
íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà (x, y) ⊂ [a, b].

Ôèãóðà 114: Íåïðåêúñíàòîñò íà èç-
ïúêíàëà ôóíêöèÿ

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà f å èçïúêíàëà è z ∈ [x, y] å
ïðîèçâîëíà òî÷êà. Íåêà lx äåôèíèðà ïðàâàòà ïðåç
òî÷êèòå (x, f(x)) è (z, f(z)), à ly äåôèíèðà ïðàâà-
òà ïðåç òî÷êèòå (y, f(y)) è (z, f(z)). Àêî u ∈ (x, z)
å ïðîèçâîëíà òî÷êà, îò èçïúêíàëîñòòà íà f ñëåä-
âà f(u) ≤ lx(u). Îò èçáîðà íà u 6∈ [z, y] ñëåäâà
f(u) ≥ ly(x). Ïî êîíñòðóêöèÿ èìàìå ðàâåíñòâàòà
lx(z) = f(z) = ly(z) (Ôèã. 114). Îò íåïðåêúñíà-
òîñòòà íà ëèíåéíèòå ôóíêöèè lx, ly, íåðàâåíñòâîòî
ly(u) ≤ f(u) ≤ lx(u) è Ëåìà 2.2 ïîëó÷àâàìå

f(z) = lim
u→z

lx(u) ≤ lim
u→z

f(u) ≤ lim
u→z

ly(u) = f(z).

Ñëåäîâàòåëíî f å íåïðåêúñíàòà îòëÿâî.
Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å f å íåïðåêúñíàòà îò-

äÿñíî è ñëåäîâàòåëíî f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà z.
Àêî f å âäëúáíàòà ôóíêöèÿ, òîãàâà ðàçãëåæ-

äàìå ôóíêöèÿòà −f , êîÿòî å èçïúêíàëà. �

Íà (Ôèã. 115) å äàäåí ïðèìåð íà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, êîÿòî íå å íåïðåêúñíàòà â
äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëà [x, y].

Ùå äàäåì íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò íà ôóí-
êöèè, êîèòî ñà äèôåðåíöèðóåìè.
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Ôèãóðà 115: Òî÷êà íà ïðåêúñâàíå çà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ

Òåîðåìà 7.22 Àêî f : (a, b) → R å äèôåðåíöèðóåìà, òî òÿ å èçïúêíàëà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî f

′
å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (a, b).

Äîêàçàòåëñòâî: Óñëîâèåòî çà èçïúêíàëîñò (54) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

f(z) ≤ y − z
y − x

f(x) +
z − x
y − x

f(y),

êúäåòî z =
y − z
y − x

x+
z − x
y − x

y. Òàêà ïîëó÷àâàìå

(y − x)f(z) ≤ (y − z)f(x) + (z − x)f(y).

Ñ ïîìîùòà íà ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî äîñòèãàìå äî åêâèâàëåíòåí çàïèñ íà óñëîâèåòî çà
èçïúêíàëîñò (54)

f(z)− f(x)

z − x
≤ f(y)− f(z)

y − z
.(56)

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä â (56) ïðè z → x ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

f
′
(x) ≤ f(y)− f(x)

y − x
.(57)

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä â (56) ïðè z → y ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

f
′
(y) ≥ f(y)− f(x)

y − x
.(58)

Îò (57) è (58) óñòàíîâÿâàìå, ÷å çà ïðîèçâîëíè a < x < y < b å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
f
′
(x) ≤ f

′
(y) è ñëåäîâàòåëíî f

′
å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà (a, b).
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Íåêà ñåãà f
′
å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà (a, b). Íåêà a < x < y < b ñà ïðîèçâîëíî

èçáðàíè è íåêà z ∈ (x, y) å ïðîèçâîëíî. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.12 ñúùåñòâóâàò ξx ∈ (x, z) è
ξy ∈ (z, y), òàêèâà ÷å

f(z)− f(x)

z − x
= f

′
(ξx),

f(y)− f(z)

y − z
= f

′
(ξy).

Îò óñëîâèåòî, ÷å f
′
å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà (a, b) ìîæåì äà çàïèøåì íåðàâåíñòâîòî

íåðàâåíñòâîòî
f(z)− f(x)

z − x
= f

′
(ξx) ≤ f

′
(ξy) =

f(y)− f(z)

y − z
è ñëåäîâàòåëíî f å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ. �

Ñëåäñòâèå 7.9 Àêî f : (a, b) → R å äèôåðåíöèðóåìà, òî òÿ å âäëúáíàòà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî f

′
å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (a, b).

Òåîðåìà 7.23 Àêî f : (a, b) → R å äèôåðåíöèðóåìà, òî òÿ å èçïúêíàëà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ãðàôèêàòà �è ëåæè íàä âñÿêà íåéíà äîïèðàòåëíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà a < x < z < y < b ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè. Íåêà lz(u) = f(z) +
f
′
(z)(u − z) å äîïèðàòåëíàòà êúì f â òî÷êàòà z. Óñëîâèåòî íà Òåîðåìà 7.23 ìîæå äà ñå

èçêàæå âúâ âèäà: Àêî f : (a, b) → R å äèôåðåíöèðóåìà, òî òÿ å èçïúêíàëà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêà òî÷êà z ∈ (a, b) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

f(u) ≥ lz(u) = f(z) + f
′
(z)(u− z), à âñÿêî u ∈ (a, b).(59)

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å (59) å ðàâíîñèëíî íà ñèñòåìàòà íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f(z)− f(x)

z − x
≤ f

′
(z)

f(y)− f(z)

y − z
≥ f

′
(z).

(60)

1) Íåêà f å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 7.22 f
′
å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Ñëå-

äîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò ξx ∈ (x, z) è ξy ∈ (z, y), òàêà ÷å

f(z)− f(x)

z − x
= f

′
(ξx) ≤ f

′
(z) è

f(y)− f(z)

y − z
= f

′
(ξy) ≥ f

′
(z),

êîåòî îçíà÷àâà ÷å íåðàâåíñòâà (60) ñà èçïúëíåíè.
2) Íåêà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâà (60). Äà èçáåðåì z = y â ïúðâîòî íåðàâåíñòâî è z = x

âúâ âòîðîòî íåðàâåíñòâî. Ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

f
′
(x) ≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f

′
(y)

è ñëåäîâàòåëíî f
′
å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ è ñúãëàñíî Òåîðåìà 7.22 ôóíêöèÿòà f å èçïúêíàëà.

�
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Ñëåäñòâèå 7.10 Àêî f : (a, b)→ R å äèôåðåíöèðóåìà, òî òÿ å âäëúáíàòà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ãðàôèêàòà �è ëåæè ïîä âñÿêà íåéíà äîïèðàòåëíà.

Ïðèìåð 7.54 Äîêàæåòå ÷å çà âñÿêî x ∈ [0,+∞) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

5
√
x ≤ x

80
+

8

5
.

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = 5
√
x. Îò f

′
=

1

5
5
√
x4

ñëåäâà, ÷å f
′
å íàìàëÿâàùà

è ñëåäîâàòåëíî f å âäëúáíàòà ôóíêöèÿ. Òúðñèì òî÷êàòà x = a, â êîÿòî f
′
(a) =

1

80
è

íàìèðàìå a = 32. Òîãàâà äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà x = 32 ñå äåôèíèðà ñ ôóíêöèÿòà
x

80
+

8

5
. Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 7.10 ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà f ñå íàìèðàò ïîä ïðàâàòà

y =
x

80
+

8

5
.

Òåîðåìà 7.24 Àêî f : (a, b)→ R å äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà, òî òÿ å èçïúêíàëà òîãàâà
è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f

′′
(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Òåîðåìà 7.22, çàùîòî îò f
′′
(x) ≥

0 ñëåäâà, ÷å f
′
å ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. �

Ñëåäñòâèå 7.11 Àêî f : (a, b) → R å äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà, òî òÿ å âäëúáíàòà
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f

′′
(x) ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ (a, b).

Ïðèìåð 7.55 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî x ∈ (0, π/2) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî sinx >
2

π
x.

Ôèãóðà 116: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå

sinx è
2

π
x

Ôóíêöèÿòà sinx å âäëúáíàòà â èíòåðâàëà[
0,
π

2

]
. Íàèñòèíà (sinx)

′′
= − sinx ≤ 0 çà âñÿêî

x ∈
[
0,
π

2

]
. Äà ðàçãëåäàìå ïðàâàòà l(x) =

2

π
x. Ïðà-

âàòà l e õîðäà çà sinx ïðåç òî÷êèòå (0, 0) è
(
π

2
, 1
)

(Ôèã. 116). Îò âäëúáíàòîñòòà íà sinx ñëåäâà íåðà-
âåíñòâîòî

sin z = sin
(
α0 + (1− α)

π

2

)
≥ α sin 0 + (1− α) sin

π

2
= (1− α) =

2

π
z

Ïðèìåð 7.56 Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî x ∈ [0, 2] å â

ñèëà íåðàâåíñòâîòî 2x ≤ 3

2
x+ 1.
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Ôóíêöèÿòà 2x å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà [0, 2]. Íàèñòèíà (2x)
′′

= 2x ln2 2 > 0 çà âñÿêî

x ∈ [0, 2]. Äà ðàçãëåäàìå ïðàâàòà l(x) =
3

2
x+ 1. Ïðàâàòà l e õîðäà çà 2x ïðåç òî÷êèòå (0, 1)

è [2, 4] (Ôèã. 117). Îò âäëúáíàòîñòòà íà 2x ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî

2x ≤ 3

2
x+ 1

çà âñÿêî x ∈ [0, 2]

Ôèãóðà 117: Ãðàôèêè íà ôóíêöèèòå 2x è 3
2
x+ 1

Îïðåäåëåíèå 7.11 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà ξ å èíôëåêñíà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà f , àêî
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å â äâàòà èíòåðâàëà (ξ − δ, ξ) è (ξ, ξ + δ) ôóíêöèÿòà èìà
ðàçëè÷åí âèä èçïúêíàëîñò.

Ïðèìåð 7.57 Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà èçïúêíàëîñò, âäëúáíàòîñò è èíôëåêñíèòå òî÷-

êè íà ôóíêöèÿòà f =
x+ 1

x2 + 1
.

Íàìèðàìå ïîñëåäîâàòåëíî ïúðâàòà è âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f :

f
′
(x) =

x2 + 1− 2x(x+ 1)

(x2 + 1)2 =
1− 2x− x2

(x2 + 1)2

è

f
′′
(x) =

−(2x+ 2)(x2 + 1)2 + 2(x2 + 1)2x(1− 2x− x2)

(x2 + 1)4 =
2(x− 1) (x2 + 4x+ 1)

(x2 + 1)3

Êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî f
′′
(x) = 0 ñà x = 1,−2 −

√
3,−2 +

√
3. Òúðñèì èíòåðâàëèòå, â

êîèòî f
′′
(x) ≥ 0 è f

′′
(x) ≤ 0. Ïîëó÷àâàìå, ÷å f

′′
(x) ≥ 0 çà x ∈ [−2−

√
3,−2+

√
3]∪[1,+∞) è
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Ôèãóðà 118: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f =
x+ 1

x2 + 1

f
′′
(x) ≤ 0 çà x ∈ (−∞,−2−

√
3]∪ [−2+

√
3, 1]. Ñëåäîâàòåëíî f å èçïúêíàëà â [−2−

√
3,−2+√

3]∪ [1,+∞) è âäëúáíàòà â (−∞,−2−
√

3]∪ [−2+
√

3, 1], à òî÷êèòå x = 1,−2−
√

3,−2+
√

3
ñà èíôëåêñíè òî÷êè íà f (Ôèã. 118).

Àíàëîãè÷íî íà èçñëåäâàíåòî íà èíòåðâàëèòå íà ðàñòåíå è íàìàëÿâàíå íà åäíà ôóí-
êöèÿ ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå ïðîöåäóðà â Maple, êîÿòî äà îïðåäåëÿ èíòåðâàëèòå íà èç-
ïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò íà ôóíêöèÿ.

f := x→ x+ 1

x2 + 1
;

f1 := D(f) : factor(f1(x));
f2 := D(2)(f) : factor(f2(x));
s := solve(f2(x) = 0, x);
solve(f2(x) ≥ 0, x); solve(f2(x) ≤ 0, x);

x→ x+ 1

x2 + 1
;

−x
2 − 1 + 2x

(x2 + 1)2 ;

2(x− 1)(x2 + 4x+ 1)

(x2 + 1) 63
;

1,−2−
√

3,−2 +
√

3;

RealRange(−2−
√

3,−2 +
√

3), RealRange(1,∞);

RealRange(−∞,−2−
√

3), RealRange(−2 +
√

3, 1)

Îò äîêàçàíèòå äî ìîìåíòà Òåîðåìè ñëåäâàò:

Òåîðåìà 7.25 Àêî f : (a, b) → R å äèôåðåíöèðóåìà è òî÷êàòà ξ å èíôëåêñíà òî÷êà çà
f , òîãàâà òî÷êàòà ξ å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà f

′
.
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Òåîðåìà 7.26 Àêî f : (a, b) → R å äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìà è òî÷êàòà ξ å èíôëåêñíà
òî÷êà çà f , òîãàâà f

′′
(ξ) = 0.

Ùå èëþñòðèðàìå ñ äâà ïðèìåðà, ÷å óñëîâèÿòà â Òåîðåìà 7.25 è Òåîðåìà 7.26 ñà ñàìî
íåîáõîäèìè, íî íå ñà äîñòàòú÷íè.

Ïðèìåð 7.58 Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà

f(x) =

 x3

(
11

10
+ sin(ln |x|)

)
, x 6= 0

0, x = 0

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà: f
′
èìà åêñòðåìóì â òî÷êàòà x = 0, íî òî÷êàòà x = 0 íå å

èíôëåêñíà òî÷êà çà f .

Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå

f
′
(0) = lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
x2
(

11

10
+ sin(ln |x|)

)
= 0

è

f
′
(x) = 3x2

(
11

10
+ sin(ln |x|)

)
+ x2 cos(ln |x|) =

x2

10
(33 + 30 sin(ln |x|) + 10 cos(ln |x|)) .

Èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî |a sinx+ b cosx| ≤
√
a2 + b2 è ïîëó÷àâàìå

f
′
(x) ≥ x2

10

(
33−

√
302 + 102

)
≥ x2

10
(33− 32) ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëíî òî÷êàòà x = 0 å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì çà f
′
.

Íàìèðàìå f
′′
(x) =

x

5
(33 + 25(sin(ln |x|) + cos(ln |x|))). Ðàçãëåæäàìå ðåäèöèòå xn =

e−2nπ+ 5π
4 è yn = e−2nπ. Òîãàâà îò íåðàâåíñòâàòà f

′′
(xn) =

e−2nπ+π
4

5
(33−25

√
2) < 0 è f

′′
(yn) =

e−2nπ

5
(33+25) > 0 ñëåäâà, ÷å f

′′
ñè ñìåíÿ çíàêà âúâ âñÿêà îêîëíîñò íà x = 0 è ñëåäîâàòåëíî

x = 0 íå å èíôëåêñíà òî÷êà çà f . ×ðåç ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f òðóäíî ñå âèçóàëèçèðà
ôàêòúò, ÷å x = 0 íå å èíôëåêñíà (Ôèã. 119). Åòî çàùî íà Ôèã. 120, êúäåòî íà ïîìîù èäâà
Òåîðåìà 7.26 å ïðåäñòàâåíà ãðàôèêàòà íà f

′′
.

Ïðèìåð 7.59 Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x4.

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å f
′′
(x) = 12x2, f

′′
(0) = 0, íî x = 0 íå å èíôëåêñíà òî÷êà.

Ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà èíôëåêñíàòà òî÷êà å ñëåäíàòà:
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Ôèãóðà 119: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà x3

(
11

10
+ sin(ln |x|)

)

Ôèãóðà 120: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà
(
x3

(
11

10
+ sin(ln |x|)

))′′

Òåîðåìà 7.27 Àêî ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è èìà
èíôëåêñèÿ â òî÷êàòà x0, òî ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f ïðåñè÷à äîïèðàòåëíàòà ñè â
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òî÷êàòà (x0, f(x0)).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x0 å èíôëåêñíà òî÷êà è íåêà ïðèåìåì, ÷å f å èçïúêíàëà â (x0−δ, x0),
âäëúáíàòà â (x0, x0 + δ) è å äèôåðåíöèðóåìà â (x0− δ, x0 + δ). Îò Òåîðåìà 7.23 è Ñëåäñòâèå
7.10 ñëåäâà, ÷å ãðàôèêàòà íà f e íàä äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (x0, f(x0)) çà x ∈ (x0− δ, x0]
è å ïîä äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (x0, f(x0)) çà x ∈ [x0, x0 + δ). Ñëåäîâàòåëíî ãðàôèêàòà íà
f ïðåñè÷à äîïèðàòåëíàòà ñè â èíôëåêñíàòà ñè òî÷êà (Ôèã. 121).

Ôèãóðà 121: Ãðàôèêà íà èíôëåêñíè òî÷êè ñ äîïèðàòåëíè ñ ðàçëè÷íè úãëîâè êîåôèöèåíòè

Äîêàçàòåëñòâîòî â ñëó÷àÿ, êîãàòî f å âäëúáíàòà â (x0−δ, x0) è å èçïúêíàëà â (x0, x0 +
δ) ïðîòè÷à àíàëîãè÷íî. �

Ïðèìåð 7.60 Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà

f(x) =

 x5

(
2 + sin

(
1

x

))
, x 6= 0

0, x = 0

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà: äîïèðàòåëíàòà â òî÷êàòà (0, f(0)) ïðåñè÷à ãðàôèêàòà íà f ,íî
òî÷êàòà x = 0 íå å èíôëåêñíà òî÷êà çà f .

Íàìèðàìå ïðîèçâîäíèòå

f
′
(x) =

 5x4

(
2 + sin

(
1

x

))
− x3 cos

(
1

x

)
, x 6= 0

0, x = 0

è

f
′′
(x) =

 20x3

(
2 + sin

(
1

x

))
− 8x2 cos

(
1

x

)
− x sin

(
1

x

)
, x 6= 0

0, x = 0

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ðåäèöèòå xn =
1

2nπ
è yn =

1

(2n+ 1)π
óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñò-

âàòà f
′′
(xn) = x2

n(40xn − 1) < 0 è f
′′
(yn) = x2(40x + 1) > 0, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å f

′′
ñìåíÿ
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Ôèãóðà 122: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà x5

(
2 + sin

(
1

x

))

çíàêà ñè îò äÿñíî íà íóëàòà. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå, ÷å f
′′
ñìåíÿ çíàêà ñè è îò ëÿâî íà

íóëàòà. Ñëåäîâàòåëíî x0 = 0 íå å èíôëåêñíà òî÷êà çà f , âúïðåêè, ÷å â òî÷êàòà (0, f(0))
äîïèðàòåëíàòà êúì ãðàôèêàòà íà f ÿ ïðåñè÷à.

Àíàëîãè÷íî íà èçñëåäâàíåòî íà ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè ìîãàò äà ñå ôîðìóëèðàò äîñ-
òàòú÷íè óñëîâèÿ çà òîâà òî÷êè äà áúäàò èíôëåêñíè. Àêî ôóíêöèÿòà èìà âòîðà ïðîèçâîäíà
ñ èçêëþ÷åíèå â òî÷êèòå, êîèòî ñà èçîëèðàíè è âòîðàòà ïðîèçâîäíà å íåïðåêúñíàòà ôóí-
êöèÿ, òîãàâà ïîòåíöèàëíèòå äà áúäàò èíôëåêñíè ñà òî÷êèòå, â êîèòî âòîðàòà ïðîèçâîäíà
íå ñúùåñòâóâà èëè å ðàâíà íà íóëà. Ïîñëå ñå èçñëåäâà çíàêúò íà âòîðàòà ïðîèçâîäíà âúâ
âñåêè îò ïîëó÷åíèòå èíòåðâàëè.

Òåîðåìà 7.28 Íåêà n ∈ N, n ≥ 2 è íåêà ôóíêöèÿòà f èìà ïðîèçâîäíà îò ðåä n â íÿêîÿ
îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0, èìà êðàéíà n + 1�âà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà x0 è f

′′
(x0) =

f (3)(x0) = . . . = f (n)(x0) = 0 è f (n+1)(x0) 6= 0. Òîãàâà:
1) Àêî n å ÷åòíî ÷èñëî, òî òî÷êàòà x0 å èíôëåêñíà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà f .
2) Àêî n å íå÷åòíî ÷èñëî, òî òî÷êàòà x0 íå å èíôëåêñíà òî÷êà çà ôóíêöèÿòà f .

Çà äîêàçàòåëñòâîòî è íà äâåòå òâúðäåíèÿ èçïîëçâàìå Òåîðeìà 7.17 è Òåîðeìà 7.18 è
èçñëåäâàìå çà ëîêàëåí åêñòðåìóì f

′
.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå èíòåðâàëèòå íà èçïúêíàëîñò, âäëúáíàòîñò è èíôëåêñíèòå òî÷êè íà f :
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à) f(x) = 3x2 − x3; á) f(x) =
1

1 + x2
; â) f(x) = x+

3
√
x5;

ã)
√

1 + x2; ä) f(x) = x+ sinx; e) f(x) = e−x
2
;

æ) f(x) = ln(1 + x2); ç) f(x) = x sin(lnx); è) f(x) = xx.

2) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à)
(
x+ y

2

)n
<
xn + yn

2
, çà x, y > 0, x 6= y, n > 1;

á) e
x+y

2 <
ex + ey

2
, çà x 6= y;

â) (x+ y) ln
(
x+ y

2

)
< x lnx+ y ln y, çà x, y > 0;

ã) sin
(
x+ y

2

)
>

sinx+ sin y

2
, çà x, y ∈ [0, π], x 6= y.

3) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à) 6 sin
(
π

6

)
> 5 sin

(
π

12

)
+ sin

(
7π

12

)
; á) 4e

13
4 < e+ 3e4.

4) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à) 2x + 1 ≤ 31

10
x+

23

5
çà âñÿêî x ∈ [−1, 4];

á) lnx ≥ 3

e4 − e
x+

e4 − 4e

e4 − e
çà âñÿêî x ∈ [e, e4];

â) arctg(x) ≥ π
√

3

12
x+

π

12
çà âñÿêî x ∈

[
1√
3
,
√

3

]
.

5) Èçñëåäâàéòå çà èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò ôóíêöèèòå:

à) esinx çà âñÿêî x ∈ [π, 2π]; á)
1

lnx
çà âñÿêî x ∈ [2, 8];

â) ln(arctgx) çà âñÿêî x ∈
[
1

8
, 8
]
; ã) cos(arcctgx) çà âñÿêî x ∈

[
0,
π

2

]
.

6) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à) 4
√
x ≤ 2x+

3

8
çà âñÿêî x ∈ [0,+∞);

á) ln(x) ≤ x

e
çà âñÿêî x ∈ (0,+∞);

â) ex ≥ ex çà âñÿêî x ∈ (0,+∞);

ã) ex ≥ e4x− 3e4 çà âñÿêî x ∈ (0,+∞);
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ä) arctgx ≤ x

2
+
π − 2

4
çà âñÿêî x ∈ (0,+∞).

7.12 Íåðàâåíñòâî íà Éåíñåí

Íåðàâåíñòâîòî, êîåòî äåôèíèðà èçïúêíàëèòå ôóíêöèè ìîæå äà ñå îáîáùè çà ïðîèçâîëåí
áðîé ñúáèðàåìè.

Òåîðåìà 7.29 (íåðàâåíñòâî íà Éåíñåí) Íåêà f : (a, b)→ R å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ. Òîãàâà
çà âñåêè x1, x2, . . . xn, α1, α2, . . . αn, 0 ≤ αi,

∑n
i=1 αi = 1, n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

f

(
n∑
i=1

αixi

)
≤

n∑
i=1

αif(xi).(61)

Íåðàâåíñòâîòî (61) ìîæå äà ñå çàïèøå åêâèâàëåíòíî âúâ âèäà

f


n∑
k=1

αkxn

n∑
k=1

αk

 ≤
n∑
k=1

αkf(xn)

n∑
k=1

αk

(62)

çà âñåêè x1, x2, . . . xn, α1, α2, . . . αn, 0 ≤ αi.

Äîêàçàòåëñòâî: Äîêàçàòåëñòâîòî ùå ïðîâåäåì ïî èíäóêöèÿ.
Ïðè k = 2 íåðàâåíñòâîòî (62) å îïðåäåëåíèåòî çà èçïúêíàëîñò. Äà äîïóñíåì ÷å íå-

ðàâåíñòâîòî (62) å èçïúëíåíî çà k = n. ùå ïîêàæåì, ÷å òî å èçïúëíåíî è çà k = n + 1.
Íåêà ôèêñèðàìå ÷èñëàòà x1, x2, . . . xn, α1, α2, . . . αn è äà ïîëîæèì pn = αn + αn+1 è yn =
αn
pn
xn +

αn+1

pn
xn+1. Ñïîðåä èíäóêòèâíîòî ïðåäïîëîæåíèå íåðàâåíñòâîòî (62) å èçïúëíåíî

çà x1, x2, . . . xn−1, yn, α1, α2, . . . αn−1, pn, çàùîòî

n−1∑
k=1

αk + pn =
n+1∑
k=1

αk = 1

è
n−1∑
k=1

αkxk + pnyn =
n+1∑
k=1

αkxn.
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Òàêà ïîëó÷àâàìå

f


n∑
k=1

αkxn

n∑
k=1

αk

 = f


n−1∑
k=1

αkxk + pnyn

n−1∑
k=1

αk + pn

 ≤
n−1∑
k=1

αkf(xk) + pnf(yn)

n−1∑
k=1

αk + pn

=

n−1∑
k=1

αkf(xk) + pnf

(
αn
pn
xn +

αn+1

pn
xn+1

)
n−1∑
k=1

αk + pn

≤

n−1∑
k=1

αkf(xk) + pn
αn
pn
f(xn) + pn

αn+1

pn
f(xn+1)

n−1∑
k=1

αk + pn

=

n+1∑
k=1

αkf(xk)

n+1∑
k=1

αk

�

Ôèãóðà 123: Johan
Ludwig William
Valdemar Jensen

Éîõàí Éåíñåí (1859�1925) å äàòñêè ìàòåìàòèê è èíæåíåð. Òîé
å áèë ïðåçèäåíò íà Äàòñêîòî ìàòåìàòè÷åñêè îáùåñòâî îò 1892 äî
1903. Éåíñåí å ðîäåí â Nakskov, íî ïðåêàðâà ãîëÿìà ÷àñò îò äåòñòâî-
òî ñè â Øâåöèÿ, çàùîòî áàùà ìó ðàáîòè òàì. Éåíñåí ñòàâà ñòóäåíò
â Copenhagen College of Technology. Â óíèâåðñèòåòà òîé èçó÷àâà ìà-
òåìàòèêà, äîðè ïóáëèêóâà ñòàòèè ïî ìàòåìàòèêà, íî ñúâðåìåíèòå
çà ìîìåíòà ìàòåìàòè÷åñêè òåìè òîé èçó÷àâà ñàì ÷àê ñëåä äèïëî-
ìèðàíåòî ñè. Éåíñåí íèêîãà íå å çàåìàë àêàäåìè÷íà äëúæíîñò. Òîé
ðàáîòè êàòî èíæåíåð â Copenhagen Telephone Company îò 1881 äî
1924 è ñòàâà ðúêîâîäèòåë íà òåõíè÷åñêèÿ îòäåë ïðåç 1890. Âñè÷êèòå
ìàòåìàòè÷åñêè èçñëåäâàíèÿ Éåíñåí ïðàâè ïðåç ñâîáîäíîòî ñè âðåìå.

Òåîðåìà 7.30 (íåðàâåíñòâî íà Éåíñåí) Íåêà f : (a, b) → R å
âäëúáíàòà ôóíêöèÿ. Òîãàâà çà âñåêè x1, x2, . . . xn, α1, α2, . . . αn,
0 ≤ αi,

∑n
i=1 αi = 1, n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

f

(
n∑
i=1

αixi

)
≥

n∑
i=1

αif(xi).(63)

×åñòî èçïîëçâàí ÷àñòåí ñëó÷àé íà Òåîðåìà 7.29 è Òåîðåìà 7.30 ñå ïîëó÷àâà ïðè

αi =
1

n
.

Ñëåäñòâèå 7.12 (íåðàâåíñòâî íà Éåíñåí) Íåêà f : (a, b) → R å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ.
Òîãàâà çà âñåêè x1, x2, . . . xn å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

f

(∑n
i=1 xi
n

)
≤
∑n
i=1 f(xi)

n
.(64)
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Ñëåäñòâèå 7.13 (íåðàâåíñòâî íà Éåíñåí) Íåêà f : (a, b) → R å âäëúáíàòà ôóíêöèÿ.
Òîãàâà çà âñåêè x1, x2, . . . xn å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

f

(∑n
i=1 xi
n

)
≥
∑n
i=1 f(xi)

n
.(65)

Ïðèìåð 7.61 (íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíî õàðìîíè÷íî, ñðåäíî ãåîìåòðè÷íî è ñðåäíî àðèò-
ìåòè÷íî) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà

n
1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn

≤ n
√
x1x2 . . . xn ≤

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

çà âñåêè xi ∈ (0,+∞).

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = x lnx. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå f
′
(x) =

1 + lnx è f
′′
(x) =

1

x
> 0 çà âñÿêî x > 0 è ñëåäîâàòåëíî f å èçïúêíàëà ôóíêöèÿ. Ñúãëàñíî

Òåîðåìà 7.29 â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî∑n
i=1 pixi∑n
i=1 pi

ln

(∑n
i=1 pixi∑n
i=1 pi

)
≤
∑n
i=1(pixi lnxi)∑n

i=1 pi
=

ln (xp1x1
1 xp2x2

2 . . . xpnxnn )∑n
i=1 pi

è ñëåä ïðåîáðàçóâàíå íàìèðàìå

∑n
i=1 pixi∑n
i=1 pi

≤ (xp1x1
1 xp2x2

2 . . . xpnxnn )

1∑n
i=1 pixi .

Ïîëàãàìå pi =
1

xi
è ïîëó÷àâàìå

n
1

x1

+
1

x2

+ · · ·+ 1

xn

≤ n
√
x1x2 . . . xn.

Íåêà äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(x) = ln x. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå f
′
(x) =

1

x
è f

′′
(x) = − 1

x2
> 0 çà âñÿêî x > 0 è ñëåäîâàòåëíî f å âäëúáíàòà ôóíêöèÿ. Ñúãëàñíî

Ñëåäñòâèå 7.12 å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

ln

(∑n
i=1 xi
n

)
≥
∑n
i=1 lnxi
n

= ln n
√
x1x2 . . . xn.

Îò ôàêòà, ÷å lnx å ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ ñëåäâà âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî

n
√
x1x2 . . . xn ≤

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

.
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Çàäà÷è:

1) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî

(
xα1 + xα2 + · · ·+ xαn

n

) 1
α

≤
(
xβ1 + xβ2 + · · ·+ xβn

n

) 1
β

,

çà xi > 0 α < β.

2) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî
(
x+

1

x

)10

+

(
y +

1

y

)10

+
(
z +

1

z

)10

≤ 1010

39
, çà x, y, x > 0.

3) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî x5 + y5 + z5 ≤ x5

√
x2

yz
+ y5

√
y2

xz
+ z5

√
z2

yx
, çà x, y, x > 0.

7.13 Ïîñòðîÿâàíå íà ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ

Âèçóàëíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ôóíêöèÿ êàòî ãðàôèêà äàâà âúçìîæíîñò çà ïî�ëåñíî âúç-
ïðèåìàíå íà ñâîéñòâàòà, êîèòî èìà ôóíêöèÿòà. Àïàðàòúò íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå
äàâà ìíîãî äîáðè âúçìîæíîñòè çà èçñëåäâàíå íà ôóíêöèèòå è ïîñòðîÿâàíå íà ãðàôèêèòå
èì. Ìíîãî îò êîìïþòúðíèòå ïðîãðàìè èç÷åðòàâàò ãðàôèêà íà ôóíêöèÿ êàòî ïðåñìÿòàò
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà â ìíîãî òî÷êè. Òîçè ìåòîä äàâà äîáðî ïðèáëèæåíèå íà ôóíê-
öèÿòà, íî âèíàãè ìîæå äà ñå ïîëó÷àò ïðîïóñêè ïðè íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè. Íåêà å äàäåíà

ôóíêöèÿòà f(x) =
1 + x

1 + x2
. Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà f â ðåäèöèòå îò òî÷êè,

çàêëþ÷åíè â èíòåðâàëà [−2, 2]:
1) {xn}11

n=1, êúäåòî x1 = −2 è xn = xn−1 + 0, 2
2) {xn}21

n=1, êúäåòî x1 = −2 è xn = xn−1 + 0, 1
3) {xn}201

n=1, êúäåòî x1 = −2 è xn = xn−1 + 0, 01.
Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå f(xn) è èçîáðàçÿâàìå âúðõó äåêàðòîâàòà êîîðäèíàòíà ñèòå-

ìà òî÷êèòå (xn, f(xn)) (Ôèã. 124).
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f := x→ 1 + x

1 + x2

j1 := 1;
for i from − 2 by 0.2 to 2 do
l1[j1, 1] := i : l1[j1, 2] := f(i) : j1 := j1 + 1 :
end do;
j2 := 1;
for i from − 2 by 0.1 to 2 do
l3[j2, 1] := i : l3[j2, 2] := f(i) : j2 := j2 + 1 :
end do;
j3 := 1;
for i from − 2 by 0.01 to 2 do
l3[j3, 1] := i : l3[j3, 2] := f(i) : j3 := j3 + 1 :
end do;
with(plots) :
pointplot([seq([l1[n, 1], l1[n, 2]], n = 1..j1− 1)], color = red, symbol = point);
pointplot([seq([l2[n, 1], l2[n, 2]], n = 1..j2− 1)], color = blue, symbol = point);
pointplot([seq([l3[n, 1], l3[n, 2]], n = 1..j3− 1)], color = green, symbol = point)

Ôèãóðà 124: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
1 + x

1 + x2
ïðè ñòúïêà 0, 2, 0, 1 è 0, 01

Êàêòî ñå âèæäà îò ãðàôèêàòà íà Ôèã. 124 òîçè ìåòîä äàâà äîáðî ïðèáëèæåíèå íà
äåéñòâèòåëíàòà ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f .

Àêî ñå îïèòàìå äà íà÷åðòàåì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin
(

1

x

)
íÿìà äà ïî-

ëó÷èì äîñòàòú÷íî èíôîðìàöèÿ çà ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèÿòà f (Ôèã. 126).
Êàêòî ñå âèæäà îò ãðàôèêàòà íà Ôèã. 127 ìåòîäúò ñ ïðåñìÿòàíå ñòîéíîñòèòå íà

ôóíêöèÿòà â ðàçëè÷íè òî÷êè íå äàâà äîáðî ïðèáëèæåíèå íà äåéñòâèòåëíàòà ãðàôèêà íà
ôóíêöèÿòà f . Ìåòîäúò ñ ïðåñìÿòàíåòî íà ôóíêöèîíàëíèòå ñòîéíîñòè íà ôóíêöèÿòà â
ðàçëè÷íè òî÷êè íå å óäîáåí, çàùîòî ñå èçèñêâà ïðåñìÿòàíå â ìíîãî íà áðîé òî÷êè, à îñâåí
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Ôèãóðà 125: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
1 + x

1 + x2

Ôèãóðà 126: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin
(

1

x

)
ïðè ñòúïêà 0, 2, 0, 1 è 0, 01

òîâà ñëó÷àéíèÿò èçáîð íà òî÷êèòå íå ãàðàíòèðà, ÷å ùå áúäàò óëîâåíè îñîáåíîñòèòå íà
ôóíêöèÿòà.

Ùå èçñëåäâàìå ôóíêöèè, êîèòî èìàò òî÷êè íà ïðåêúñâàíå, íÿìàò ïúðâà èëè âòîðà
ïðîèçâîäíà â èçîëèðàíè òî÷êè. Çà ôóíêöèè îò òîçè êëàñ ùå íàìåðèì ìàëúê áðîé òî÷êè
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Ôèãóðà 127: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = sin
(

1

x

)

ñúñ ñïåöèôè÷íè ñâîéñòâà, êîèòî ùå ñà äîñòàòú÷íè, çà äà îïðåäåëèì âèäà íà ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà.

Ùå îòáåëåæèì îñíîâíèòå ñòúïêè, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò íàïðàâåíè, çà äà ñå óñòà-
íîâÿò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà èçñëåäâàíàòà ôóíêöèÿ.
1) Äåôèíèöèîííà îáëàñò íà ôóíêöèÿòà.
2) ×åòíîñò èëè íå÷åòíîñò íà ôóíêöèÿòà.
3) Ïåðèîäè÷íîñò íà ôóíêöèÿòà.
4) Ãðàíèöà íà ôóíêöèÿòà â êðàèùàòà íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò.
5) Àñèìïòîòè íà ôóíêöèÿòà.
6) Èíòåðâàëè íà ìîíîòîííîñò íà ôóíêöèÿòà.
7) Ëîêàëíè åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà.
8) Èçñëåäâàíå çà èçïúêíàëîñò è âäëúáíàòîñò íà ôóíêöèÿòà.
9) ×åðòàåíå íà ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà.

Ïðèìåð 7.62 Äà ñå ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà

f(x) = cos x− cos2 x

2
.
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1) ÄÎ = (−∞,+∞).
2) Ôóíêöèÿòà å ÷åòíà, çàùîòî f(−x) = cos(−x)− cos2(−x)

2
= cosx− cos2 x

2
= f(x).

3) Ôóíêöèÿòà å ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîä 2π.
Íàèñòèíà, f(x+ 2π) = cos(x+ 2π)− cos2(x+2π)

2
= cosx− cos2 x

2
= f(x).

Îò ÷åòíîñòòà è ïåðèîäè÷íîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å å äîñòàòú÷íî äà ÿ èçñëåäâàìå â èí-
òåðâàëà [0, π].

4) lim
x→0+0

(
cosx− cos2 x

2

)
=

1

2
, lim
x→π−0

(
cosx− cos2 x

2

)
= −3

2
.

5) Îò ïåðèîäè÷íîñòòà ñëåäâà, ÷å f íÿìà íàêëîíåíè àñèìïòîòè.
6) f

′
(x) = cos(x) sin(x)− sin(x) = sin(x)(cos(x)− 1). Êðèòè÷íè òî÷êè ñà 0 è π. Îò f

′
(x) < 0

çà âñÿêî x ∈ (0, π) ñëåäâà, ÷å f å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà [0, π].
7) Îò ÷åòíîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å òî÷êàòà x = 0 å òî÷êà íà ëîêàëåí ìàêñèìóì. Îò ïåðèî-
äè÷íîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å òî÷êàòà x = π å òî÷êà íà ëîêàëåí ìèíèìóì.
8) f

′′
(x) = cos2(x)− sin2(x)− cos(x) = cos2(x)− 1 + cos2(x)− cos(x) = 2 cos2(x)− cos(x)− 1.

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî 2u2−u− 1 = 0 è ïîëó÷àâàìå u1/2 =
1± 3

4
. Ñëåäîâàòåëíî êðèòè÷íè

òî÷êè çà f
′′
ñà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿòà cosx = 1 è cosx = −1

2
. Íàìèðàìå x1 = 0 ∈ [0, π]

è x2 =
2π

3
∈ [0, π]. Ñëåäîâàòåëíî f

′′
(x) > 0 çà x ∈

[
2π

3
, π
]
è f

′′
(x) < 0 çà x ∈

[
0,

2π

3

]
.

Ìîæåì äà ïîïúëíèì òàáëèöàòà

Èç÷åðòàâàìå ãðàôèêàòà â èíòåðâàëà [0, π] (Ôèã. 128 (÷åðâåíî)). Ñëåä òîâà èçïîëçâàìå
÷åòíîñòòà è ÿ ïðîäúëæàâàìå â èíòåðâàëà [−π, 0] (ñèíüî). Íàêðàÿ èçïîëçâàìå ïåðèîäè÷-
íîñòòà, çà äà ÿ èç÷åðòàåì â ïî ãîëÿì èíòåðâàë (çåëåíî).
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Ôèãóðà 128: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = cos x− cos2 x
2

Ïðèìåð 7.63 Äà ñå ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà

f(x) = (x+ 1)(x− 1)3.

1) ÄÎ = (−∞,+∞).
2) Ôóíêöèÿòà íå å íèòî ÷åòíà íèòî íå÷åòíà.
3) Ôóíêöèÿòà íå å ïåðèîäè÷íà.
4) lim

x→±∞
(x+ 1)(x− 1)3 = +∞.

5) Îò ãðàíèöàòà lim
x→±∞

(x+ 1)(x− 1)3

x
= ±∞ ñëåäâà, ÷å f íÿìà íàêëîíåíè àñèìïòîòè.

7) f
′
(x) = 3(x−1)2(x+1)+(x−1)3 = 2(2x+1)(x−1)2. Êðèòè÷íè òî÷êè ñà x = 1 è x = −1

2
.

Íàìèðàìå f
′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈

(
−1

2
,+∞

)
è ñëåäîâàòåëíî f å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà(

−1

2
,+∞

)
. Íàìèðàìå f

′
(x) < 0 çà âñÿêî x ∈

(
−∞,−1

2

)
è ñëåäîâàòåëíî f å íàìàëÿâàùà

â èíòåðâàëà
(
−∞,−1

2

)
.

7) Îò ðàñòåíåòî è íàìàëÿâàíåòî íà f ñëåäâà, ÷å òî÷êàòà x = −1

2
å òî÷êà íà íà ëîêàëåí

ìèíèìóì.
8) f

′′
(x) = 6(x− 1)(x+ 1) + 3(x− 1)2 + 6(x− 1)2 = 12x(x− 1). Êðèòè÷íè òî÷êè ñà x = 0 è

x = 1. Íàìèðàìå f
′′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,+∞) è ñëåäîâàòåëíî f èçïúêíàëà â

èíòåðâàëà (−∞, 0) ∪ (1,+∞). Íàìèðàìå f
′′
(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (0, 1) è ñëåäîâàòåëíî f å

âäëúáíàòà â èíòåðâàëà (0, 1).

Ìîæåì äà ïîïúëíèì òàáëèöàòà
Èç÷åðòàâàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà (Ôèã. 129).
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Ôèãóðà 129: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = (x+ 1)2(x− 1)3

Ïðèìåð 7.64 Äà ñå ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà

f(x) =
(x− 1)3

(x+ 1)2
.

1) ÄÎ = (−∞,−1) ∪ (−1,+∞).
2) Ôóíêöèÿòà íå å íèòî ÷åòíà, íèòî íå÷åòíà.
3) Ôóíêöèÿòà íå å ïåðèîäè÷íà.

4) lim
x→±∞

(x− 1)3

(x+ 1)2
= ±∞, lim

x→−1−0

(x− 1)3

(x+ 1)2
= −∞ è lim

x→−1+0

(x− 1)3

(x+ 1)2
= −∞.

5) Îò ãðàíèöèòå lim
x→±∞

f(x)

x
= 1 è lim

x→±∞
(f(x)− x) = −5 ïîëó÷àâàìå, ÷å ïðàâàòà y = x− 5

å àñèìïòîòà çà ôóíêöèÿòà â áåçêðàéíîñòòà.

6) f
′
(x) =

3(x− 1)2

(x+ 1)2
− 2(x− 1)3

(x+ 1)3
=

(x− 1)2(x+ 5)

(x+ 1)3
. Êðèòè÷íè òî÷êè ñà x = 1 è x = −5.
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Íàìèðàìå f
′
(x) > 0 çà âñÿêî x ∈ (−∞,−5) ∪ (−1,+∞) è ñëåäîâàòåëíî f å ðàñòÿùà â

èíòåðâàëà (−∞,−5)∪ (−1,+∞). Íàìèðàìå f
′
(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (−5,−1) è ñëåäîâàòåëíî

f å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà (−5,−1).
7) Îò ðàñòåíåòî è íàìàëÿâàíåòî íà f ïîëó÷àâàìå, ÷å òî÷êàòà x = −5 å òî÷êà íà íà ëîêàëåí
ìàêñèìóì ñúñ ñòîéíîñò 13, 5. Òî÷êàòà x = 1 å êðèòè÷íà òî÷êà çà f , íî f

′
íå ñè ñìåíÿ çíàêà

è ñëåäîâàòåëíî òÿ íå å òî÷êà íà ëîêàëåí åêñòðåìóì.

8) f
′′
(x) =

6(x− 1)

(x+ 1)2
− 12(x− 1)2

(x+ 1)3
+

6(x− 1)3

(x+ 1)4
=

24(x− 1)

(x+ 1)4
. Íàìèðàìå f

′′
(x) > 0 çà âñÿêî

x ∈ (1,+∞) è ñëåäîâàòåëíî f å èçïúêíàëà â èíòåðâàëà (1,+∞). Íàìèðàìå f
′′
(x) < 0 çà

âñÿêî x ∈ (−∞,−1)∪(−1, 1) è ñëåäîâàòåëíî f å âäëúáíàòà â èíòåðâàëà (−∞,−1)∪(−1, 1).

Ìîæåì äà ïîïúëíèì òàáëèöàòà. Èç÷åðòàâàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà (Ôèã. 130).

Ôèãóðà 130: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) =
(x− 1)3

(x+ 1)2
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Ïðèìåð 7.65 Äà ñå ïîñòðîè ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà

f(x) =
x

2
− arctg(x).

1) ÄÎ = (−∞,+∞).
2) Ôóíêöèÿòà å íå÷åòíà.
3) Ôóíêöèÿòà íå å ïåðèîäè÷íà.

4) lim
x→±∞

(
x

2
− arctg(x)

)
= ±∞.

5) Îò ãðàíèöèòå lim
x→±∞

f(x)

x
=

1

2
è lim
x→±∞

(
f(x)− 1

2
x
)

= ∓π
2
ïîëó÷àâàìå, ÷å ïðàâàòà y =

1

2
x− π

2
å àñèìïòîòà çà ôóíêöèÿòà â +∞, à ïðàâàòà y =

1

2
x+

π

2
å àñèìïòîòà çà ôóíêöèÿòà

â −∞.

6) f
′
(x) =

1

2
− 1

1 + x2
=

x2 − 1

2(x2 + 1)
. Êðèòè÷íè òî÷êè ñà x = ±1. Íàìèðàìå f

′
(x) > 0 çà âñÿêî

x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) è ñëåäîâàòåëíî f å ðàñòÿùà â èíòåðâàëà (−∞,−1) ∪ (1,+∞).
Íàìèðàìå f

′
(x) < 0 çà âñÿêî x ∈ (−1, 1) è ñëåäîâàòåëíî f å íàìàëÿâàùà â èíòåðâàëà

(−1, 1).
7) Îò ðàñòåíåòî è íàìàëÿâàíåòî íà f ïîëó÷àâàìå, ÷å òî÷êàòà x = −1 å òî÷êà íà íà ëîêàëåí

ìàêñèìóì ñúñ ñòîéíîñò
1

2
− π

4
. Òî÷êàòà x = 1 å òî÷êà íà íà ëîêàëåí ìèíèìóì ñúñ ñòîéíîñò

−1

2
+
π

4
.

8) f
′′
(x) =

2x

(x2 + 1)2
. Íàìèðàìå f

′′
(x) > 0 çà âñÿêî x > 0 è ñëåäîâàòåëíî f å èçïúêíàëà â

èíòåðâàëà (0,+∞). Íàìèðàìå f
′′
(x) < 0 çà âñÿêî x < 0 è ñëåäîâàòåëíî f å âäëúáíàòà â

èíòåðâàëà (−∞, 0).
Ìîæåì äà ïîïúëíèì òàáëèöàòà Èç÷åðòàâàìå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà Ôèã. (131).
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Ôèãóðà 131: Ãðàôèêà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x
2
− arctg(x)

Çàäà÷è:

1) Íà÷åðòàéòå ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f :

à) f(x) = 3x− x3; á) f(x) =
x4

2
− x2 + 1; â) f(x) = (x+ 1)(x− 2)2;

ã) f(x) =
2− x2

1 + x4
; ä) f(x) =

x2 − 1

x2 − 5x+ 6
; å) f(x) =

x4 + 8

x3 + 1
;

æ) f(x) =
x3 + 1

x2
; ç) f(x) =

3
√
x2 − 3

√
x2 + 1; è) f(x) = (x− 3)

√
x;

é) f(x) = sin x+
sin(3x)

3
; ê) f(x) = sinx+ cos2 x; ë) f(x) = sin3 x+ cos3 x;

ì) f(x) = x+ e−x; í) f(x) = xe−x
2
; î) f(x) = e−2x sin2 x;

ï) f(x) =
lnx√
x
; ð) f(x) = xarctgx; ñ) f(x) = xarcsin

(
1− x2

1 + x2

)
;
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